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, PRAFATLI. 


egi ſime eventat in Series adeo lente 
convergazit ad deritatem, ut non magis con- 
ducant A fine propoſiium quam ſi revera 
eſſent Misſer gc i, exhibut quædam Theore- 
| mata in pare priore hujus Tractatus, S ui- 
bus prompte acceditur ad valores earum Serierum que om- 
ninm lentiſſime approximant : Ft eo quidem conſilio, ut 
Problemata que dependent ex Quad: aturis, eodem jure 
pro ſolutis haberi poſſint quo ea que reducuntur ad AH. 
quuationes aſfectas. Hlic enim non inquiro quenam ge- 
"| ries ſint ſummabiles ui ex titulo nonnulli forſan conjiciant ) 
9 fed quibus artibus aſſequamur valores earum que ſummari *-* 
nequeunt. 
Hujus generis Trattatum edidit Jacobus Gregorius ;; 
 Appenaice ad Veram Circuli & Hyperbolæ Quadratu- 
ram, ubi docuit modum facillimum approximand; ad 
4 Areas harum Curvarum ex datis perpaucis polygonis pau- 
i ciorum laterum. Hoquèe patto methodum FExhauſtionum 
B Archimedis 
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PP RAE FAT IO. 
Archimedis expedutam adeo reddidu, ut fi eadem metho- 
aus part cum ſucceſſu ad reliquas Curoas ertendi paſſer, 
full impenderetur ulterior opera in eliciendis Areis. 
Quodque Gregorius ibi effect in Serie polygonorum, idem 
fere nos hic generaluer proponimus in qualibet alia que 
ſimplici gaudet Termmorum relation. 8 

Newtonum hac de re olim meditatum fuiſſe conſtat 
ex Epiſtola ejus priori ad Oldenburgum que impreſſa 
habetur in Commercio Epiſtolico Collinii Mimirum 
poſtquam computo produxerat Arcam Circult ad ſedecim 
agcimales, inqui, Si alias artes adhibuiſſem, potui per 
eundem numerum Terminorum Seriei, perveniſſe ad 
multo plura loca figurarum, puta viginti quinque aut 
amplius: Sed animus fuit hic oſtendere quid per ſimplex 
Seriei computum præſtari poſſet. Attamen inter ſeripta 
ejus (hactenus ſaltem edita) ne veſtigium quidem extat 
unde conjecturam faciamus de hiſte artibus, etiamſi in- 
frenem eas proferendi occaſionem nattus eſſet in hac 
:p/efſima Epiſtola. In priori etiam Epiſtola ad enndem, 
thidem impreſſa ; narrat ſe excogitaſſe quædam circa 
Redutftionem infinitarum Serierum in fiuitas ubi ret na- 
tura tulerit: Que ſi inter opera ejus poſibuma ſuperſint, 
proculdubio huic doctrinæ lucem haud exiguam prebebunt : 
Nam Theoremata generalia que valores Serierum exhi- 
bent accurate, quando id fiers poteſt, in altis caſibus ne- 
ceſſe approximabunt, modo rite adhibeantur. 

Principium quod in hunc effeftum vulgo addactur, eſt 
Aſſumpito diſſerentiæ duorum valorum ſucceſſivorum ali- 
cujus quantitatis, ut exinde formentur Termini quorum 
ſumma prius nota fuerat ; idem ſculicet priucipium, quo 
olim uſus eſt Newtonus ad Ordinatam Curue deducendam 
ex 


RK FAT TO 
er data Area. Quod licet fit unitverſale in Quadraiu- 
ris, eft particulare tamummodo in Summationibus; 
quippe ad eas ſolummodo Series applicabile quarum 
Termini poſſunt aſſignari: quum tamen eque facilis fit 
aſſignatio Summe atque Termini in us SJeriebus que 
magna ex parte in Quadraturis prodire ſolent. 

Fundamentum longe generalius ſubminiſtravit Metho- 
dus Newtoni Differentialis: Ille utiquèe deſcribit Curvam 
Parabolicam per extremitates quotlibet Ordinatarum ſive 
Zerminorum; eaque ratione aſſignat valorem cujuſurs in- 
termedu per Seriem infinitam; que tamen ad veritatem 
non accedet ſi Terminus ile longe diſtet ab initio. Ut ob- 
tinerem igitur Terminos Serierum remotiſſimos, deſcripſi 
frguram Hyperbolicam per extremitates Terminorum; & 
res ſucce ſſit, prodeunte valore Termini quantumvis diſtan- 
tis, per Seriem convergentem. Sed & hoc Problemate 
generaliter ſoluto, non latuit caſus ejus facillimus, utpote 
indentio Termini infinito intervallo diſtantis a principio; 
gue quidem æquipollet Summationi Ferierum. Cæterum 
deſcriptio Curve cujuſcunque Geometrice per data puncta, 
uni tanium Serierum generi ſufficit: atque alia ſunt in- 
numera nullatenus tractlanda ex hoc fundamento. Nam 
valor Termini per Parabolam aut Hyperbolam indentus, 
non approximat niſi ubi diſterentiæ ſecundum preſcripta 
Newtoniana ſumptæ conſtituant progreſſionem celeruer 
ſatis decreſcentem. 

Hiſce perſpeclis, me tandem contult ad contemplandam 
Relationem Termimorum, proprietatem Serierum maxime 
inſianem & ſimplicem, que vulgo ad eas continuandas 
adhiberi ſolet: Mon enim ignorabam Moivræum hanc 


Termimorum proprietatem ſummo cum ſucceſſu in Alge- 
| bram 
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PRE FAT IO. 
bram introduxiſſe, tanquani fundamentum ad diffi Sllima 
circa Series recurrentes Problemata folvenda : Ideoque de- 
creveram experirs num ad alias quoque extend; poſſet . 
Quod ſane dubitabam cum tanta ſit inter recurrentes at- 
que alias Series diſcrepantia. At facto experimento, res 
præter ſpem ſucceſſit, deprehendi enim | Inventum hocce 
Moivrzanum continere principia generaliſſima & etiam 
femphiciſſima non ſolum in Feriebus recurrentibas, ſed & 
in quibuſlibet alis, in quibus relatio Terminorum varia- 
tur ſecundum legem quamcunque regularem. Nam Ter- 
minorum relatio, etiamſi [it variabilis, facile tamen aſſig- 
nabilis eſt : Atque exinde Summationes & Interpolationes, © 
alaque ejuſmod: Problemata diſſiciliora perducuntur ad 
guoddam genus /Equationum, que præter Radicem ex- 
trabendam involvuut alias quantitates incognitas que ne- 
gueunt eliminari; quo non obſtante, harum Maquationum 
reſolutio per ficitur noununquam ſumma facilitate, non- 
nunguam vero non ſuccedit niſi mediantibus Moivræi In- 
ventis circa aſſignationem Terminorum in Seriebus recur- 
rentibus. Et de hoc argumento totus fere agit hicce 
Libellus. | aſs 
Problema de invemenda Uncia media in permagna 
dignitate binomii ſolutum erat a Moivræo ante aliquot 
annos quam ego idem aitigeram: Nec probabile eſt 
uod in hunc uſque diem de eodem cognaſſem, ni ſug- 
geſſufſet Spectatiſſimus Vir, DF. Alex. Cuming, /e plu- 
rimum ſuſpicars an idem ſolu poſſet per Methodum 


Differentialem Neytoni. 
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IS FA ICUT Curvæ non determinantur ex datis quotlibet 
L410 


earum ordinatis, ſed ex relatione inter Abſciſſas & 
Ordinatas in genere; ita neque Series determinantur 
ex datis quotlibet earum Terminis, ſed ex relatione in- 
ter Terminos ſucceſſi vos. Quantitates enim quotcun- 
que, numero tamen finitz, conſtituere poſſunt Termi- 
nos in diverſis Seriebus: unica vero eſt Series in qua iidem ſunt Ter- 
mini initiales, eademque lex formandi reliquos in infinitum.. Relationes 
igitur Terminorum primo loco indagandæ ſunt 3 deinde he inventz + 
9 ſunt Aquationibus Differentialibus perinde ac Carteſius de- 
finivit Curvas ZEquationibus ING: quibus habitis Problemata 
: | circa 
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circa Summationem & Interpolationem, aliaque iſtiuſmodi ad Series ſpe- 
;@antia-ſolventur-per Analyſin non minus certam quam eſt Algebra vul- 
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De RelationeTerminorum. 
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Termini Serierum binatim, ternatim, aut plures numero ſumpti rela- 


tionem quandam magna ex parte inter ſe obtinent ſimplicem & obviam, 
per quam Series determinantur & producuntur ad libitum. Ut ſi divi- 


datur unitas per 1—x, prodibit progreſſio Geometrica in qui Terminus 
quivis conſequens eſt ad illum immediate antecedentem ut x ad unita- 
tem. Per hanc enim Proprietatem Series iE x* X T- 
&c. ab alia quavis diſtinguitur & produciur in infinitum. _ _ 


*.. f. A 6 3% 1 F * . 8 b 7 S 4 
Proponatur fractio Pr Err in Seriem- reſolvenda: illum in fi- 
| > 


| , 
nem finge y= Pr TY ac ducendo utramque partem in De- 


nominatorem, habebitur ) & E & i, vel ) Xr+5x+txx 
— 1=0. Pro y ſubſtitue Seriem debitæ forme ABN] Cx? + 
Dx +Ex*+Fx*+ &c. atque reſultabit | 


Ag 8 
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Ubi ponendo membra homo loga nihilo æqualia, ad determinandum 
Coefficientes aſſumptos, erit rA—1=0, IBA ro; deinder C= 
sB+:A =o, PSC B Sg, rE+D+!/C=o, & fic in in- 
finitum. Ex quibus. conſtat eandem ubique prodire relationem inter 
tres quoſcunque Terminos ſucceſſivos. Similiter uſurpando pro Seri- 


em hujus forme Ax ＋ B CA Dx &c. & ſubſti- 


tuendo eandem in ÆEquatione, reſultabit | CEN ny 


By C FDD TE 102: 238 OY 
em 1 HORN . dt 6. 
, i 1.18\ +c 35 

Atque jam ad determinandos Coefficientes, habemus Æquat iones 
A I , tB+5sA=0o; tum rA+B+/C=o, rB+C+ 
DS, CD Ego, & ita deinceps in reliquis. Ubi patet 
eaſdem prodire relationes ac in computo ſuperiore, ſumptis tamen Co- 
efficientibus in ordine inverſo. Et quantitates 7, 5, t, que indicant rela- 
tionem Terminorum, exdem ſunt que in Denominatore Et aa 
N | anc 
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HFanc autem harum Serierum Proprietatem, utcunque obvia fit, primus 
omnium in uſus adhibuit D. Moivræus in ſolutione Problematum circa 
Series infinitas, quæ alias forent intricatiſſima. | 
In plurimis autem Seriebus relatio Terminorum non eſt conſtans ut 
in iis ex Diviſione prodeuntibus; variatur tamen ſæpiſſime ſecundum 
notam legem oculi intuitu patentem; cujus rei Exempla ſunt Series 
quæ pro Quadraturis vulgo proferuntur, aliaque innumera. Ut in hac 
I+ix + 5x +35 x3 A &c. Termini continuantur in in- 


finitum per multiplicationem continuam harum fractionum +, 4, 5, " 


&c. Et in hac 1-4 * TL N IIZ +45; n+ + &c. per mul- 
tiplicationem harum ., 3X3, 5X5, , ge, Et hæ fractiones 
2X3 4X5 0X7 8X9 | 
variantur ſecundum legem cuivis manifeſtam ; atque adeo in ipſarum 
aſſignatione, nulla erit difficultas. 


De Aquationihus Differentialibus que definimnt Series, 


Ægquatio Seriem definiens ea eſt, quæ aſſignat relationem Termino- 
rum generaliter ex datis ipſorum diſtantiis ab initio. Concipiendi au- 
tem ſunt Termini conſiſtere ſuper rectam poſitione datam tanquam to- 
tidem Ordinatæ, quarum diſtantia communis eſt unitas. Unitatem 
vero ſimplicitatis gratia ubique uſurpo in ſequentibus pro intervallo 
communi: quod ſemel monuiſſe ſufficiat. | 
| Terminos Seriei initiales deſigno literis Alphabeti initialibus A, B, 
C, D, Sc. A eſt primus, B ſecundus, C tertius, & fic porro. Et 
Terminum quemvis in genere denoto litera T, atque reliquos ordine 
ſuccedentes eidem literà, adjunctis numeris Romanis I; II, III, IV, V, 
VI, VII, &c. diſtinctionis gratia, Ut fi T fit decimus, erit T' decimus 

rimus, T“ decimus ſecundus, T“ decimus tertius, & ſic deinceps. 

t in genere quieunque Terminus definitur per T, ſuccedentes defini- 
entur univerſaliter per T', T“, T“, Tir, &c. | | 

Diſtantiam Termini T a Termino quovis dato, vel à puncto quovis 
dato inter duos quoſlibet Terminos intermedio, denoto quantitate in- 
determinatà 2: quo pacto diſtantiæ Terminorum T', T', T“, &c. a 
prædicto Termino vel puncto, erunt 2 1, 2 2, z+3, &c. Nam 
incrementum Abſciſſæ z æquale eſt intervallo communi Terminorum 
ſupra Abſciſſam conſiſtentium : atque quantitates z, z-| 1, 2-2, 

z +3, &c. ſibi mutuò ſuccedunt dum Termini poſteriores ſuccedunt an- 
terioribus. | „55 

Hiſce præmiſſis, proponatur Series 1, x, T*, . 

&c. ubi relationes Terminorum ſunt B=z Ax, C=3 By, DSE Cx, 


*. 
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; 1 

E = Dx, &c. relatio in genere definietur Aquatione T' = _ T, 
ubi 2 deſignat diſtantiam ipſius T a primo Termino Seriei Nam 
ſcribendo o, 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro z, prodibunt relationes 
Terminorum in Serie propoſita. Similiter fi z denotet diſtantiam ipſius 


| 4 . 8 . . - {4 4 « 
Ta ſecundo Termino Seriei, Æquatio erit 1 Tx, uti con- 


ſtabit ſcribendo numeros — 1, o, 1, 2, 3, &c. ſucceſſive pro x. Vel ſi 
indeterminata 2 denotet locum Termini T in Serie, ejus valores ſuc- 


3 
ceſſivi erunt 1, 2, 3, 4, &c. & Æquat io P oy Tx; ut expe- 


rienti patebit. 

Innumeræ igitur diverſe Aquationes Differentiales eandem Seriem 
definire poſſunt, prout in hoc vel illo puncto ſumitur initium Abſciſ- 
ſez. Et contra eadem Equatio definic innumeras Series diverſas, ad- 
hibendo diverſos valores ſucceſſi vos pro zz Nam in Equatione T' = 


oy 2.4 . = * 
— Tx, quæ definit Seriem de qua nunc egimus, quando 1, 2, 3, 
2 | | 


4, &c. ſunt valores Abſciſſæ ordine ſuccedentes ; ſcribe 12, 22, 32, 42, 
&c. ſucceſſive pro 2, & provenient relationes Terminorum B = 
— Dex, &c. Unde fit Series A, Ax, * Ax?,. 
Ax „ Ax*, &c. quæ eſt diverſa a priore. Æquatio autem ſemper 
determinat Seriem ex datis valoribus Abſciſſæ & ſimul primo Termino, 
ubi Æquatio involvit duos tantum Terminos Seriei. Ut in noviſſima 
dantur omnes Termini ex dato primo A. Attamen ubi Æquatio invol- 
vit tres Terminos, oportet duos dari, & tres ubi involvit quatuor, & 
ſic porro ad determinandam Seriem. | | 
Proponatur jam Series x, 2 , „Hz , rig *, &c. ubi relationes 


Terminorum ſunt 5 x?, BN, DC we. 


3X6 0X7 
&c. FAquatio ad eandem erit T' = Err, vel 
| f | 22X24-fl 
T4: EXIT r T x2, ubi valores ſucceſſi vi indeterminatæ ⁊ ſunt 


422— 22 | 5 
I, 2, 3, 4, &c. Igitur in Æquatione definiente Seriem, Abſciſſa 2 
poteſt eſſe unius, duarum, vel plurium dimenſionum. 

Series quarum Termini ſunt aſſignabiles, definiri poſſunt Aquationi- 
bus Terminos aſſignantibus. Sic Series 1 — X PY —4 x? + + x8 
a . . | ; 

„ut conſtabit ſubſtituendo o, 1, 


21 | 
2, 3» 


— &c, definitur Equatione T = 
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2, 3, &c. pro 2. Atque ad eundem modum Series TAX bI x + 
4 * + + & + &c. denotatur per hanc T = — Tales Æquatio- 


nes reduci ſemper poſſunt ad eas alterius generis: nam ubi Termini ſunt 
aſſignabiles, relationes eorum erunt etiam aſſignabiles. Et differentia 
inter has & illas raro tanta erit quin cuique tuto procedere licuerit prout 


ſibi viſum fuerit. ; : 
Ex hactenus dictis conſtat relationes Terminorum conſequentium de- 


rivari ex iis antecedentium, ſcribendo pro æ <us valorem ſucceſſivum 
| ke 


2-1 in Zquatione Differentiali. Proponatur ZEquatio T' = — — 1; 


ſcribe z-+1 pro z, T' pro T, & T“ pro T'; atque orietur T“ 
— — T', quæ eſt relatio inter Terminos T' & T“. In hac ulti- 
2 ＋1 


ma ſcribe valores variabilium conſequentes 2 +1, T”, & T“, pro an- 


4 © 2 / 2 . 
recedentibus Z, 5 & T“, & obtinebis . T” relati- 
onem utique inter T“ & T“. | 

Sed & contraria operatione regredi licet ad relationem Termino- 
rum antecedentium ex data ea conſequentium. Sit Æquatio T“ = 
— I s by & 7 4 / / 70 
in eadem ſcribe T pro T, T' pro T“, & 
e e 
| 22—22 


2 — 1 pro 2; atque habebis T' = 1 T. Hoc modo regredi- 


endo & progrediendo, poſſunt Series continuari hinc inde in infinitum 
ubi earum natura tulerit: atque etiamſi ignoretur quinam Termini de- 
notentur per T, T', IT“, &c. inſtituere licet ſuper iis computum, tan- 


quam eſſent prorſus cogniti. 

ZEquationes de quibus hactenus egimus, involvunt duos: tantum 
Terminos Seriei; poſſunt vero involvere plnres, & tau Termini quam 
indeterminata z eſſe plurium dimenſionum. Ceterùm in hoc ſpecimine 


ſimpliciores tantum attingo. = 


De Forma & Reduftione Serierum, 


Poſtquam perduximus Series ad ÆEquationes Differentiales, monſtran- 
dum eſt qua ratione eædem ſint reſolvendæ in numeris. Nam A- 
nalyſtæ munus eſt quantitates quocunque modo determinatas eruere 
accurate vel quam proxime. Radices autem ÆEquationum Differentia- 
lum commodiſſime reſolvuntur in Series formarum ſequentium 


0 AT 


s INTRODUCTIO. 


ABZ ＋ C2. 2 — 1＋Dz. 2 — 1. 2 —2 4 Ez. 2 — 1.22.2 —3 ＋&c. 
TR C 2 E N | 

7 os ” 1c. 8 nee} M Fs 5 ; 

| 6s Tony „ ekpes 7 0 
Quippe ubi ⁊ eſt quantitas parva, prior forma erit adhibenda; & po- 

ſterior ubi magna. Et hæ Series quæ componuntur ex Factoribus in 

progreſſione Arithmetica, longe magis idonez ſunt huic negotio quam 

vulgares quæ conflantur ex dignitatibus indeterminate aſcendentibus vel 

deſcendentibus. Inſuper forma poſterior hoc habet commodi, quod 

in eadem poteſt eſſe z quantumvis fere magna, id quod efficit Seriem 


celerrime convergentem. | 

Sin vero harum Serierum forme per quaſlibet operationes mutentur, 
debent revocari ad eaſdem quarum prius erant, ut Termini reddantur 
homologi eorumque collario inſtitui poſſit prout res exigit. Ut ſi ha- 


beatur ÆEquatio ſequens; 
=A-BzCz.z—1 +Dz.z—1.2z—2+Ez, 2 — 1. 2. 2— 3 ＋ &c. 
Eadem ducta in 2 priſtinam formam amittet, atque novam induet, 
proveniente ſcilicet N 8 oo 
Tz=Az+Bz*+ Cz*.2z—1+ Dz*.z—1. 2—2＋ Ez ᷓQ2—1.2—2.2—3 
| . (&c. 
Unde conſtat Terminos ejus comparari non poſſe cum correſponden- 
tibus in Serie priore. Itaque ut debita forma reſtituatur, fic operor 


AZ — - -. — - — AE. . 
B z2 2 * - - — — SBZ TBZ z — 1 7 


— — — — 
CA. I - - = * 2Czz—1+Czz—1.z=, 

— i — ¶ — — — — 
I 8 3D 2 — I. 2-2 ＋HDZ. X2— I. a—2 & 3 | 
Ez2,2—1I.2—2.2z—ja* * 4E. — 1. 2—2.—3-＋ &c. 


Adeoque colligendo Terminos homologos in unum, Series ad priſti- 
nam formam redũcta eric 5 FF 
Tz=1p *+2C 5 F T. ETH 
Nimirum cum Terminorum 5yoaoyia neutiquam pendeat ex Coeffici- 
entibus A, B, C, D, &c. ſed omnino ex indeterminata z, Terminus 


1 B © = primus in hac Serie comparari poteſt cum Bx ſecundo in 
altera, item ſecundus in hac cum tertio in illa, & ſic in reliquis. Ls 
Similiter fi in ZEquatione priore T = A+ BZ＋ CZ. Ti +Dz. 
1. : ＋ &c. ſcribantur variabilium valores ſuccedentes pro præ- 
ſentibus, hoc eſt T' pro T, & 2 ＋1 pro 2, emerget = 
4 | T= 
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T. ATB TI -C œꝰ. TDCI. 2. 1 ＋ECi. z. 1.1 + &c. 


1 | Eſt vero 

A ------»- - = A, 

Bz+1 - - — BBZ, | 
77777) P 


DZT. 2 1 we =*..-*..2Dz.,z=1+Dz.z=1.z=z 
Ez+1.2 Zo een DD Bee Ss — Xx — 4 EZ. I. 2 ＋ &c. 


Et inde 
N EV os 


LA mIL—2,i—;+ &C 


TS TA * 8 2 2 | 
+B+:2C 12D mans. . 
Quæ eſt forma deſiderata. | 
Hem vero harum Operationum fundamentum. Quantitas reducenda, 
per multiplicationem reducatur ad Poteſtates Indeterminatæ z: dein o- 
perare ad modum Exempli ſequentis. Sit Z—=3XZXzZF1Xz+F4 quan- 
titas reducenda; finge | 
NX XT TAN. 1. . 3 Tz. 1. 2-＋- cz. 1 dx. 
Ubi maximus numerus Factorum in quantitate reſoluta æqualis eſt 
numero eorundem in quantitate reſolvenda. Reducatur utraque quan- 
titas ad Poteſtates Indeterminatæ, facta multiplicatione, & habebitur 
— | | — 064 


: f ; 11 42 
——B ͤ OH } 22 —3b 25 ＋ Z. 


3 $ +c +4 

Atque comparando Terminos homologos, obtinebimus a= 1, þ— 

bam2,c3b+ila=—1, 4 —c42b—ba=—12; ex quibus 
eruitur a=1, b=8c=2, d=—29; hinc fit quantitas propoſita 


IIS ZI LI IL ml 2222.1. . 3 ＋ 82.1. 2-22.21 —20 . 


Et ad eundem prorſus modum procedere licet in aliis caſibus. Bre- 
vitatis autem gratia, accipe regulam ſequentem. Divide unitatem per 
Terminos hujus progreſſionis continue, x — 1, t—2, 1-3, 1 — 4, &c. 
hoc eſt, divide unitatem per z— 1, & Quotum prodeuntem per 2—2, 
& noviſſimum 5 per 2 — 3, & ſic porro. Tum Quotos omnes 
ſic prodeuntes diſpone regulariter in Tabula ut vides, rejectis Dignita- 
tibus ipſius x, & retentis ſolummodo Coefficientibus, utpote qui ſoli 


” 


huic negotio ſunt utiles; atque habebis 
Tabulam 
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Tabulam priorem. 
43]? 11 1 1 r | 1 5 1 &c. 
| bal 3 | 7| 35 | 31 | 63 127 255 | &c. 
1.6 25 | 90 301] 966 | 3025 | &c. 2 


1 IO | 65 | 350 1701 7770 | &c.| 


1 | 15 | 140] 1050 | 6931 | &c. | 
1 | 21 | 266 | 2646 &c.| 
128 


| 1 36 | &c. 
l 1 | &c. 


— 


1 Aſſume jam pro Coefficientibus, numeros in columnis deſcendenti- 
1 bus, & habebis valores Dignitatum ſequentes. 85 
0 2 - | 

= 2'=z--2 2 

li Ai i, 

S Z T-VJZ. SITZ. f. 2 ＋-2z. 1. 2.3, 

S D A-＋1 g. 2. 1-25 2.1. -＋IO2. 1.2. 3-2. 1.2. 3. IA, &c. 


Hac itaque Tabula ſemel habità, quantitas quælibet reducitur ad 
| | formam quzſitam abſque tædio computi. Proponatur ea hactenus re- 
5 _ dufta 2. ＋- 22 — 112 — 122. Excerpe valores Dignitatum ex Ta- 
bula, eoſque ducito reſpective in ſuos Coefficientes — 12, —11, +2, 
& 1, atque obtinebis 


| 

" m_I 2; = == I 22, 

l | —112˙ = —112—1 12. r, 
| + 22* = 22+ 62.2znX7-+22.z=1.2z=25 

a Enn. E ZZ 52. —1 2. 1.2.3, 
2 ＋22 112122 ==—= 202-＋7 22. —1-＋7 82. — 1. — 1E 1.2.3. 
Et valores membrorum in unam ſummam collecti dant valorem to- 
tius ut jam prodiit. Notandum Serięm infinitam conflatam ex Digni- 
FT | tatibus 


* 
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tatibus Indeterminatæ aſcendentibus reduci non poſſe generaliter in ali- 
am ꝓrædictæ formæ: nam quiſque Coefficiens eſſet Series infinita. In 
Seriebus autem finitis, res ſuccedit ut ſupra oſtenſum eſt. 

Series etiam alterius formæ ſimiliter reducuntur. Fingamus enim 
eſſe quantitatem quamvis quæ ſitam | | 
A B rn ET 
T= A FEET FILES Z ＋2 1 2.2z+1.2-þ2.2+3 ＋ &c, 
Dein fi occafio poſtulet inquirere valorem ipſtus T ſucceſlivum, ſcribe 
2-1 pro z, & emerget valor ſucceſſivus 


3 A 3 B D | -— 
K 3 R X : —— > Fees Tore Fine TI. T2. T3. -＋T4 32 


Et ut hæc Series reducatur ad formam prioris, operor ad modum 


ſequentem, 
. 222 
2 r > . 5 TY nw 1? 5 
B 2 7 | | F 
PI. 2 „ TZ CI TI. Zz 
2 FI. TF2. 23232 2.21.42 "2.2.3, 
; » D 
* * * | 
TI. 2 T2. 2 T3. 4 . fon e D 
* CL . 


beo T' Y * 
XX 10 | * T TPTA TT ＋&ece. 
Ubi nunc Denominatores iidem ſunt atque in valore ipſius T; eaque 
de cauſa, inſtituere licet comparationem Terminorum prout occa- 
ſio poſtulat. Hujuſmodi autem Operationes ſic demonſtrantur. Pone 
7 1 
SEI X 
ducendo in Denominatorem x. , proveniet z -a, ſive 
delendo utrobique 2, 0=1—a, & 4 ; quare ſubſtituendo unitatem 


a W habe! 13 0 Gienilites & I 
Pro 4, abebitur = 11 7" imiliter N80 ACTA 


1 a bd * . 
— ö 1 D — 
e . TI. 2 T2 & ducendo in Denominatorem, erit z= 2+ 


D | 222, 


a 1 ; 5 5 
5 exiſtente a quantitate ſtatim inveniendã; tum 


2—4, ale: a=2, arque exinde Fr = 2 . . 
e ee e, 
| | | 1 —_ 4 25 — _ D e + &c.. 
quam reducere oportet in alian debitæ forme, Inſtituatur operatio 
ut mox oſtenſum, & invenies 


_ 1 2A 1 
K 2 VC SI fi Seed | 
133 Mo. IE 8 
| Lt | | 
PETS 4s | DIET TE RE ITED Ea — 
VVV 6 
1 3. . F : IT x. . AT Ke. 
: 8 iS * 5 55 2 2 23 f D 1 
Fr 3 => F = 5 ZS TTT. 3 | : 


”— Series propoſita, ſub debita forma i invenietur- 
B—2A , C-4Bþ2A D—6C+6B 1 „„ 
EET . TFH. 2 T1. 2 T2. _— 
Et hunc in modum inſtituetur reductio in aliis caſibus. Si fractio 


e , erunt duo membra in ejuſdem valore, ut in Ex 


— — 


emplo ſuperiore. Si ſit = erunt tria, ut in Exemplo poſteriore. 


Et in genere in valore ipſlus Z = = $6. debitam- formam reducti, nu- 


merus membrõrum excetlet numerum ꝝ unitate. Hic tamen ſuppono 
2 eſſe © i & affirmativum nam fi fir fraftus vel ITO va- | 


lor fractionis 7s excurret in infinitum. 5 


Regula autem generalis pro hujuſmodi OT OR THE ea eſt quæ 
ſequitur. Duc Terminos hujus Progreſſionis z, 1 u, 2 n, 3-1, &c. 
in ſe continuò, & Facta diſponantur in Tabula ſequente pro ratione Dig- 
nitatum -numeri 15 en tantùm enen * ee | 


2 . 4 cw 4 - as” : 2 


4 
& 4 
. - « * * * 5 
2 * " * — 
. < — . * * 
- #4 9 : 5 1 8 34 * wy a q * 9 
a e 5 UG. 

< * » yd. 5 * 
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Tabula poſterior, 
Roto? | 
2 FF I 133 
6 . 6 | 1 | 


F 25 1 BO 335 10 x 


1120 | 274 225 1 1 


CY 
——äů——ẽͤ———ʒ—5ʒ— — — 


720.| 1764 | 1624 | 735 | 175 [ 21 | 1 


5040 | 13068 | 13132 6769 | 1960 | 322 | 28] 1 | 
[40320]109584| 10505667284 22449] 4536 | 546 '36| 1 | 


e. &c. Kc. cc. cc. cc. ccc. &c. Sc. Kc. 
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Deinde ſumendo Coefficientes ex columnis deſcendentibus, obtine- 
bis valores Dignitatum, - 
5 E. * I __ KIK 3. . * Kc. 
11 
r rr K ＋1 =D TTT. x 2 T3. Xr 4 . 0 &c. 
225 


r = a3 IT 1 = ER. 


Et ita porro in reliquis. Adeo ut habita Serie ex dignitatibus com- 
- polita, ea ſemper reduci poſſit in aliam formæ deſideratæ, ope hujus 


Tabulæ. 
Vel propoſita Serie 2 27 5 — Ez = ak —_— &c. ſume Coeffici- 


entes ex columnis wand & ponantur 


42 A, 
b =A+B, _ 
ae K. B+C, 
5 
e=24A+ ;5oB-+35 C+ioD+E, 
FV 


E 95 T 


Atque 
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Atque Series ex Dignitatibus compoſita tranſmutabitur in ſequentem 


debitæ formæ . 


3 1 c 5 _ 
ECC 


1 o * A — . 3 
| Trattio -,, pri Diviſionis reſolvo 

Proponatur nunc Fractio -—— Pat: Pr mum ope Diviſi Keie 

5 0 1 7 n * 3 | 
eam in Seriem vulgarem KD + 5 —— 2 — &c. eſt 
A= I, B=—z, C=, D=—n, E= 1, &c. & hiſce va- 
loribus ſubſtitutis, emergent a=1, hb SI, = 2—3 u - „ d= 
6 - IIA T6 —7*, &c. atque adeo 


. „7 t e 
XT 2.241 T. I. X D A. rz TN Tz. TINA ; 

| 1 1— 3 ,2—7 . 7 1 : 

Hoc elt fm —aett xt Tat Tata Tats 1 
Ubi. quantitates A, B, C, D, &c. jam deſignant Terminos hujus Seriei 
more Newtoniano. Et patet Seriem abrumpere quotieſcunque eſt 7 
integer & affirmativus.. In aliis Exemplis denotet etiam 2 mini- 
mum Factorem in Denominatore, & Series ſemper abrumpet hac me- 


— 


thodo ubi ejus natura tulerit. Ut ſi Fractio ſit 2 — 2 pono 


Z=xX—3, minimo utique trium Factorum; tum erit x 3, & 


a4 2=z5: Atque evadet Fractio = * 22 7 five multiplica- 


« 2. 8 1 5 ph 1 8 49 272 
| wy facta, 29 ＋ 82? - 152? que ann fit 23 — = IT — 2 =_ | 


444. 5 69 5 3 | | | 
+ — — — 4+ 2. — — &. Unde eſt Ao, B=1, C=—8, 
D=+F49, E=—272, F=+1441, G=—7448, &c. Et exinde 
Prodeunt 4 g, b=1, = -g, d=12, e=—12; at F & reliquæ 
ſunt nihil: & per conſequens abrumpit Series, exiftente accurate 


Se 4 5 mm T2 
5 TT Tin TEE Err re ra rea 


4 I 
In fractione quavisßw—w—v 4 —.— in! Factoru 
— nm. DEF fit z minimus Factorum, 


adeo, ut a, b, c, &c. ſint affirmativi, & fi ſint quoque integri, Series 
terminabitur, alias excurret in infinitum. Ubi vero Series abrumpit, 
eadem inveniri poteſt plurimis modis idque elegantiùs quam per regu- 
Alam ſuperiorem generalem: quippe a concinnitate alièniſſimum eſt, 
primo 
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primo reducere Fractionem finitam in Seriem infinitam, ut poſtea ejus 
valor habeatur in Terminis numero finitis: quod nos hic fecimus ut re- 
gula generalis illuſtraretur, non ut doceretur optima methodus quando 
Series abrumpit. 

Si in Tabula priore . eee numeri ex columnis aſcendentibus, 
& ponantur 


4 A, 
. 
SCB LA, 
d=D—6C+H7B—-A, 
e=E —10Dþ25C—15B4-A, 
f=F—15 E Tes D—9go C+31B—A, 
| E. 
ies huiusf 23 B | C 
Tum Series yusforme — Pr E 2 2 * T7 &c. 


33 E210 3 
migrabit in hanc r + = + 57 + &c. quæ ex Dignitatibus 
componitur. 


In hiſce Tranſmutationibus nullam habuimus rationem Termini _ 


quoniam is abſque ulla Tranſmutatione ambigue pertinet tam ad Seri- 
em Dignitatum quam ad eam Factorum. 


we PARS 


—— 22 ͤ dd et I no Err 


— — — = - > - — 2 - EE. — : 2 . — — 22 ͤ —ͤͤ6Ü— TG— 
— — £ . — — I  —_—_————— — 


_——__ CERES = OE — —— — 2 22 cr ——_ 


9 P 
— — — ren — 


= — — 


—— — ——— 2 — — 


- 
98 — 
7 8 — ns 


PARS PRIMA 
D E 
Summatione SCrierium. 


N. hac parte prima conatus ſum abbreviare computos in 
Quadratura Curvarum, & in Problematibus etiam diffici- 
lioribus, idque perveniendo ad valores Serierum infi- 
F gnnitarum magis expedite quam per ſimplicem additionem 
leer minorum ut vulgo fit. Hac quidem in cito con- 
ä vergentibus abunde rem conficit, neque ulteriore opus 
eſt artificio: attamen ubi lentè convergunt immenſus plerumque labor 
requiritur, & eo quidem major quo minor eſt convergentia; quod 
ſi lentiſſimè approximent, evadunt penitus intractabiles. Etenim no- 
tiſſimum eſt nonnunquam opus eſſe ultra mille numero Terminos, 
ut ſumma habeatur juſta ad duas treſve figuras. Monſtrabimus ergo in 
ſequentibus methodum expeditam tranſmutandi eas omnium lentiſſime 
convergentes in alias celerrime approximantes; ex quibus ſcilicet ſum- 
me ſupputari queunt minimo labore ad plurima figurarum loca. 
Abrumpent quidem Series tranſmutatæ ubi ſummandæ ſunt ſumma- 
biles; eoque in caſu tranſmutatio evadet ſummatio. Sed de Seriebus 
ſummabilibus minus ſollicitus ſum eaſque obiter tantum attingo, ut- 
pote quæ in Quadraturis raro prodire ſolent. Hic enim non operam 


collocavi in eruendis Seriebus inutilibus quæ per obvia Theoremata 
| | ſunt 


— 


2 


Is Simmmatio Strierum. 


e pom ou in —— Theorematibus per quæ Series utiles 
Khedite pollint ſummari ad tot figurarum loca qui 
requirunt. | 8 quot uſus quicunque 


4 ; — F 
pl Die Sertebus ſimplicioribus. 


Non tantum Seriei convergentia ſed & ſimplicicas plurimum confert 
ad contrahendos calculos. Quapropter priuſquam ad Tranſmutationes 
accedamus, ſciendum eſt Series Newtonianas in Tractatu de Quadratu- 
ra Curvarum, non folum abrumpere ubi rei natura tulerit, ſed & eſſe 
omnium ſimpliciſſimas, ubi excurrunt in infinitum, atque eapropter 
Præferendas eſſe iis quæ inveniuntur methodo vulgari, ſcilicet redu- 
cendo Ordinatas in Series convergentes, ut exinde computentur Arez. 


Sit * e Fx Ordinata Curve, in qua x eſt Abſciſſa, e & 
f Coefficientes, atque (- 1, A—1, & 5 indices Dignitatum : pone 
* — „& juxta Newtonum Area erit 
1 


11 


* R * * - y 
Pn af r= cf Hof 


Fe _ I e rÞ2 e -g 5 e 
Ubi A, B, C, D, &c. deſignant Terminos, quemque in ſuo ordine ab 
« .* „* CEL] 5 25 ny 
| initio: ſciliceteſt A=5;X*+/* B „ *N!P’; 0 


F== 


5 F IBE 


vel quod perinde eſt, Quadratura Curve cujus Ordinata eſt 5 : T 
| | 4 I —XxX 


hæc ad debitam formam reducta fit x* x1 - que comparata 
cum Ordinata generali dat e=1,f=—1, y= 2, (— IO, AI =—z; 
adeoque {=1, A= E: et exinde , ; quibus valoribus in 
Theoremare ſubſticutis, oritur pro Arcu Series | | * 
* A AK CFB SCX Dx +3: E x? + &c. 
At ſi Ordinata propoſita prius reſolvatur in Seriem per Theorema Næπ. 
toni pro evolvendo Binomio, dein capiatur Fluens cujuſque Termini, 
pfodibit pro eodem Arcu Series i” | | DO 
IXI 5 X 9525 
42 Ar- Sp c- CD. = Ex? - &c. 


_ 2X3 AX 5 0X7 8X9 10Xð* 11 


Unde patet priorem longe ſimpliciorem eſſe & proinde facilius continuari 
pars totius 


Circuin- 


in infinitum. Exempli gratia, fi Arcus quæſitus fit octava 
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Circumferentiz, ejus Sinus x erit æqualis Vr, quo ſubſtituto, evadet 
Series 
Prior £+LA+2B+3C+2D+ £4 EN &c. | 

Poſterior Y A A+2B+35C+&,D +22. E- &c. 

Quo in caſu prior duplici de cauſa eſt præferenda, tum quoniam per 
Factores ſimpliciores producitur, tum quia libera eft a numero ſurdo 
qui reperitur in poſteriore. Attamen ubi x eſt quantitas rationalis, & 


imul x irrationalis, Series poſterior eligenda eſt, modo fit &» 


magnitudinis uſque adeo contemnendæ quæ efficiat Seriem celerrime 
convergentem; hac enim ratione evitatur extractio Radicis quadratæ. 


Inſuper fi ſity =1, neceſſe habemus recurrere ad ſecundam, quoniam 


in illo caſu evaneſcit quantitas Vi xx, in quam prima multiplicatur. 


De Seriebas que celerins convergunt. 


Ubi quantitas indeterminata, creſcente ea que deſideratur, cito 


evadit prægrandis, & tandem infinite magna; Termini Seriei ex illa 


14 


compoſitæ erunt alternatim negativi & affirmativi, & approximabunt 


lentius quam ubi indeterminata ultra datam magnitudinem creſcere ne- 


quit. Ut ſi quæratur Area vel Arcus circularis, melius eſt adhibere Si- 


num rectum qui-nequit eſſe major Radio, quam Tangentem quæ cito + 


excreſcit in immenſam longitudinem; ut olim obſervavit Newtonus, Et 
e contra præferendæ ſunt Tangentes in Hyperbola, utpote quæ da- 


tam magnitudinem ſuperare nequeunt, ſed continentur intra determi- 
natos limites, eoſque ſatis arctos. Sed quæ hic diximus, non impedi- 


unt quo minus Area vel Arcus, magnitudinis mediocris vel contem- 
nendæ, poſſit exquiri prout cuique viſum fuerit: nam differentia tan- 


tum eſt notabilis in iis caſibus in quibus quantitates quæſitæ funt ma- 


gnæ. Atque Series quarum Termipi ſunt per vices negativi & affirma- 


tivi ſunt magis tractabiles qua , eræ, ubi de Summatione agitur. 


Quæ autem hic dicta ſunt de Cu, binomialibus, obtinent quoque in 


11s ſuperiorum nominum. 


Verum quidem eſt Series celeriter convergentes multifariam inveniri 


poſſe, adhibita Merhodo differentiali Newtoniana. Sed quo magis con- 


vergunt eo magis ſolent eſſe compoſitæ: quapropter præfero ſimplicio- 


res etiamſi lentius convergentes. 


F De 
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De Summis ſucceſſrois. 


Per Summam ſucceſſivam intelligo quantitatem que ſuccedit Summæ 
omnium Terminorum, quando Termini ſubſequentes deveniunt in loca 
antecedentium. Ut fi Summa fit T+T'--T+ T"+ Tir Tv + &c. 
ſcribe Terminos poſteriores pro prioribus, & habebis Summam ſucceſ- 
ſivam T“ T“ + T” + Tiv Ty &c. in qua denuo fi ſubſtituantur Ter- 
mini conſequentes pro antecedentibus, proveniet Summa T“ -T“ + 
Tir - Ty + Tvi + &c. quæ ſuccedit noviſſimæ; & ſic deinceps. | 

Hinc fi 8, S', S“, S”, &c. denotent Summas ſucceſſivas, erunt 


S=T4ATEP + ET &. 
rer. 
3 PII 
— re 


Hoe eſt, fi a Serie quavis infinita ſubducatur primus Terminus, & 
a reſidua ſubducatur etiam primus Terminus, dein ab ea que relinqui- 
tur rurſus ſubducatur primus Terminus, & ſic ad libitum; Series hoc 
modo gradatim mulctatæ primis Terminis, erunt Summæ ſucceſſive; 
hoc eſt, | | 
Ly a S=S—_T, S'=S—T', S"=S'—T", &c. 
Vs ==SoT,:.- 0 | | 

8 ES Loo F, | | 

St So 1 I, | 5 

8 8— TT .— T-, 

&c. 


Hic locuti ſumus de Summis Terminorum omnium in infinitum, quæ 
incipiunt ad datum quemvis Terminum; nam quicunque Terminus fit 
T, S erit Summa ejus & omnium ſegyentium, item S' erit Summa ip- 
ſius T' & omnium reliquorum. Ha quidem obtinent ubi agitur de 
Summa Terminorum numero infinitorum : Attamen ubi agitur de Sum- 
ma Terminorum quorum numerus eſt finitus, S erit Summa Termino- 
rum omnium abinitio ad datum quem vis Terminum T, & S' erit Sum- 
ma eorundem Terminorum dempto T, atque 8“ erit Summa eorun- 
dem demptis duobus T, IT., & fic in reliquis. 

Hinc in Summatione Terminorum a dato quovis Termino ad infi- 
nitum, fi 2 fit longitudo Abſciſſæ quæ correſpondit Summæ S; tum 
= z+2, z+3, &c. erunt longitudines ejuſdem reſpective cor- 
reſpondentes Summis ſucceſſivis 8, 8“, S”, &c. Et e contra in Sum- 

matione 
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matione Ter minorum a dato quovis uſque ad initium Seriei, longitu- 
dines 2 — 1, 2 — 2, 2 — 3, &c. reſpondebunt Summis 8, 8“, 8“, &c. 
dummodo ipſi S reſpondeat Abſciſſa 2. Nam in primo caſu diſtantiæ 
Summarum ab initio perpetuo increſcunt incremento Abſciſſæ, decreſ- 
cuntque eodem decremento in poſteriore. 

Sit S S' Curva quævis cujus Aſymptotos eſt à b, eique parallela Ab- 
ſciſſa AB. Dividatur Abſciſſa in partes innumeras inter ſe æquales AB, 
BC, CD, &c. Et a punctis diviſionum A, B, C, D, &c. erigantur per- 
pendicula ad Aſymptoton, decuſſantia Curvam in punctis 8, S, 8“, &c. 
Aſymptoton vero in a, b, c, &c. A punctis 8, 8“, 8“, &c. ad Ordi- 


V 


8 D EE y- & 2 


natas proxime antecedentes ducantur S's, 8, 8“, Sina, &c. paral- 
lelæ Abſciſſæ; adeo ut Sa, S'B, 8%, 8“, &c. ſint differentiæ Ordina- 
tarum tam earum quæ extenduntur a Curva ad Aſymptoton, quam illa- 
rum quæ a Curva ad Abſciſſam porriguntur. Igitur Ordinatæ inter- 
ceptæ inter Curvam & Aſymptoton exponent Summas, & differen- 
tiæ pergendo ab iiſdem in infinitum exponent Terminos. Hoc eſt, fi 


e Siv deſignet Summam, ſuccedentes erunt f S”, g SY, þSvii, &c. qua - 
rum differentiæ « Siv, C Sv, Sri, &c. in infinitum ſunt Termini quo- 
rum Summa eſt e Siv, Et ſimiliter fi E Si, DS”, CS”, &c. deſig- 


nent Summas ſucceſſivas, quarum prima eſt E Sir, differentiæ ante- 


cedentes 38“, yS”, & c. exponent Terminos numero finitos pergentes 


ab Ordinata E Sir uſque ad initium Seriei. Summatio igitur ag” 
redu- 


20 Summatio Serierum. 
reducitur ad inventionem Ordinatarum ex datis earum Differentiis. 
Sed notandum oportere Summam ultimam eſſe nihil in utroque caſu; 

od femper fiet quando Curva tranſit per punctum A in Abſciſſa, & 

mul habet ab pro Aſymptoto. Hæc cautio adhibenda eſt ur Summe 
inveſtigandæ per methodos tradendas, ſint vere, correctione minime 
indigentes, ut ſæpiſſime fit in quadratura Curvarum. 


* 


PRO POSITIO l. 


$7 Termins alicujus Serie: formentur ſcribendo numeros 
I, 2, 3, 4, 5, c. pro z, in Quantitate A BZ A- 
Cz. 1 + D z. 21.22 ＋ Ez. 2 — 1. —2.2—3 + Ec. 
zum Summa Terminorum ab initio quorum numerus 
eft z, erit es 
A2 in 4 Bz-1Cz.207+3Dz70.o+FEZS.i.—3+ &c. 


Ubi notandum eſt quantitatem 2 ＋ I duci in totam Seriem quæ eam 
immediate ſequitur. Propoſitio autem ſic demonſtratur. Finge Sum- 
mam S=AzZXFT in z BZz FCZ. IA DZ. 1.2 ＋ &c. 
five S AZ -Z BZ Y. z ＋E FCZ 1. 2. ZDA I. 2. . + &c, 
Dein ſcribe valores variabilium ſuccedentes pro preſentibus; hoc eſt, 

8 pro S; & z—1 pro 2; atque obtinebis S — T= AT- + 
z BZ. I. FCZ. I. 2 ＋ 41 DZ. =I. 2. = + &c. ſubdu- 
eito nunc hanc ÆEquationem de priore, & manebit T=A + Bz+- 

| Cz.z=i+Dz.:z=:.z—=z+ &c. Unde e contra fi detur hic valor- 
| Termini ut in Propoſitione, Summa erit ea quæ aſſignata eſt. Inſuper- 
| hæc Summa evadit nihil quando eſt z. nihil: adeoque conſtat Theore- 


Ex EMPLUM I. 


Detur Series numerorum naturalium 1, 2, 3, 4, 3, 6, &c. hi for- 
mantur ſcribendo 1, 2, 3, &c. pro 2, in ipſa quantitate z, quam ita- 
| ue comparans cum Termino in Theoremate, erit Ao, B=1, & 

„D, E, & ſequentes nihil; quibus valoribus ſubſtitutis prodit Sum- 


ma z+1 in 2 2, ſive 4 pro aggregato tot Terminorum Seriei 
propo- 
I 


' 
| 
0 
j 


Summatio Serierum. 21 
propoſite quot ſunt unitates in 2. Ut fi ſit z=6, proveniet . 2 11 


pro Summa primorum ſex Terminorum. 


EXEMPLUM II. 


Detur jam Series numerorum imparium 1, 3, 5, 7, 9, 11, &c. hi for- 
mantur ſcribendo 1, 2, 3, 4, &c. in Quantitate 22—1, id eſt, — I-22, 
quæ comparata cum valore Termini generali, dat Az—1, B=2, 
C, D, E, &c. nihil; quibus ſcriptis in Summa, emergit —æà + z+1 
. 1 | 
in , vel zz pro aggregato tot Terminorum quot numerat 2. At- 


que ita quidem ſe res habet in caſu preſente, nam Summæ ſucceſſi- 
ve ſunt Quadrata numerorum naturalium, | 


ExEMPLUM IN. 

Summanda fit Series Quadratorum 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, &c. quæ 
formantur expreſſione zz. Per ea quæ in Introductione explicantur, 
quantitas 22, reducta ad formam Theorematis, evadit z+2z.z=1 5 

WE Tp 253 

adeoque A=o, B=1, C=1, & inde fit Summa Sr in 2 ＋ „ 
55 2. & 1 £ 3 g 4 : . | | .. 

| hoe eſt — 2 1 Exempli cauſa, ſcribe 7 pro 2, & habebis 


6 
o 3b Et nw 3 | : , 
@ EEO quod eſt aggregatum ſeptem Terminorum... 


- 


ExXEMPLUM IV. 
Proponantur nunc Quadrata numerorum imparium 1, 94.25, 49, 8r, 
121, 169, &c. eadem formantur ſcribendo 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſi ve in 


expreſſione 1＋4Z 2 — 42, que fic ſcripta 1-+42.z—1, dat A=1, 
B So, C=4,D, E, &c. nihil: & hiſce ſubſtitutis, prodit Summa 


- ES ENTS! needs” oft Nd 
Z+ZF1 in 32.1, e 


Ex E M PLUM V. 


Si dentur Cubi 1, 8, 27, 64, 125, 216, &c. quos aſſignat 285, re- 
ducatur 2 ad debitam formam 2 3 Z. IZ. i. 2; eritque 


A Se, BI, C=3, D, reliquzque erunt nibill; a n 
G ET e 


22 Summatio Serierum. 
eſt Summa 2 i in r 2. ITZ. 21 2 2, que concinnata 


evadit 2 * ZN. Et hinc conſtat Summas borum Cuborum eſſe 


Quadrata numerorum 1, 3, 6, 10, 15, &c. ſcilicet Triangularium. 


SCHOLION. 


Hujuſmodi Series facilius ſummantur per Terminorum Differentias : 1 
deſignent enim A, Az, A3, &c. Seriem ſum- 
mandam; collige Terminorum differentias pri- A A2 A3 A4 Ag 
mas B, B2, Bg, &c. ſecundas C, C2, C3, &c. B Bz Bg Ba 


tertias D, Da, &c. & ſic porro uſque dum perven- C C2 C3 
tum fuerit ad ultimam quæ hic eſt E: & Sum- | D Da 
ma Terminorum cujus numerus eſt 2, erit E 
2 2— 1 2 2— 1 2 2— 1 2— 2 2 
A=+B- X—-+C<= x AE DEAE EE 
&c. 


Sed notandum eſt quod differentiz ſumi Achent . priores de 
poſterioribus, hoc eſt, ponendo B A2 — A, B2a2=A3—A2, &c. 
tum C=B2—B, &c. Hujus autem demonſtratio Re" ex methodo 
| differentiali Newtoniand. 5 

Proponantur Series 1, —1, o, 8, 
27, 61, 114, 119, &c. & collectis di. I, —1, o, 8, 27, 61, 114, 190, 
ferentiis ad modum ſupra expoſitum, '—2, 1, 8, 19, 34, 53» 70> 


invenietur A=, B=—2, C=3, 35 7, 11, 15, 19, 23, 

D=4, reliquæ autem nihil ſunt, ade:. 4 4 4 - Sg 

oque evadit ſumma | 

4 e | 2—1 2 ? —1 2—2 2—3 
INT TIX Tx ä 

quæ in ordinem redacta fit —= £5. . 1 Series autem forma- 

1 3 = 
tur fcribendo o, 1, 2, 3, 4, „Kc. i in — — == — z+6 


PROP 0- 


Summatio Serierum. 23 
PROPOSITIO II. 


Termini cujuſcunque Serie: for mentur fe ribendo nume- 
70s . unitatè di Ps in Quantitate 

B 
% =: ITz 271 s 2-1, 2 2-1-3 Tz 21 225 23 N 
Sc. Summa omnium Terminorum in infinitum, incipi- 
ens ad datum quemlibet Terminum erit 
A B C D | 
2 ＋ 2 Z. S1 TixzÞrzÞ Tz Z 2. 24-3 T &c. 


200 8 8 = 


7 

Eb _ SZ» — FF 2+I.z+2.2+3 ＋ &c. 

Tum ſcribe valores ipſorum S & 2, conſequentes pro antecedentibus, 

hoc eſt S=T pro S, & z-+1 pro z, quoniam jam agitur de Termi- 
B 


nis numero infinitis : & proveniet S — T 22 = 35+ 
S | D 

3 r St 2. 2 = + &c. Hæc Zquatio ſub- 

ducta de * 1 * . 12 * . Fr: = II + 


D 
contra Gi detur nie e Terminus, Suninia erit ea que in Propoſition aſlig- 
natur. Q. E. P 


: i 1 | 3 
Corollarium 1. Si Terminus ſit TT. BEE ron BP * ul- 
timum Factorem, dein divide reſiduum per numerum Factorum 1 re- 


linquuntur, atque habebis Summam Terminorum. Sit Terminus ,- == 
A 
rejice ultimum Factorem z-1, & manebir 43 m! unicus ſit Fa- 


A 
ctor reſiduus 2, erit ps Summa omnium Teint 


Sit 
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Sit jam Terminus conſtans ex tribus F actoribus . _ ul- 


timum Factorem . & reſtabit — - que diviſa per 2, numerum 


utique Factorum qui relinquuntur, exhibet 2 > 


Similiter ſi ex Termino — E ex quatuor Factoribus con- 


ro Summa. 
- pro 155 


flato, rejiciatur ultimus 2 3, & reſiduum dividatur per 35 obtine- 


2 


bitur Summa PIs 


K. 
$i — e 25 rejice Factorem 2, & quoniam nullus reſtat, di- 


vide A per Nihil, * habebis pro Summa Quantitatem infinite mag- 
nam, uti notum eſt. Et hac de re primus quod ſciam egit D. Taylor 
in Methodo Incrementorum. Eadem etiam fuſius & elegantiſſime tra- 
ditur a D. Nicol i in Actis Academiæ Regiæ Fariſienſis. | | 


Corolletium 2, Per ea quæ hac ſuper materia habentur i in n Introdu- 
"A 


ctione, conſtat T erminum quempiam —= ' a TFA Fe. Rc. reſol- 


vi ſemper poſſe in Terminos duos forte aut plures ſummabiles & nume- 
ro finitos, quando a, b, c, &c. ſunt nar integri; in illo igitur caſu 


Series ſummabitur. Ut ſi Terminus ſit 2 * idem reſolvitur i in tres 


T . os i | 4 bil 1 1 6 2 8 

erminos uma iles TPI I 0 
„ 1 1 6 

ae per W præcedens, erit Summa = EF +— 32% "ry 2 


4uz Gimul junRa ſunt 55 . —.— Et Gimiliter f Terminus fit hu- 

| z 3+ d2* | &c. | | 
jus formæ EE 15 Ne Series ſummabirur, dummo- 
do a, b, c, d, &c. ſint integri, & numerus Factorum in Denominatore, 
ad minimum binario excedat altiſſimum ipſius z dimenſionem in Nu- 
meratore. Sed excipio caſus in quibus duo aut plures Factores in 
Denominatore ſibi invicem æquantur; in ills Series non ſunt ſumma- 


biles. 


472 ExEMPLUM 


4 


2 
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Ex EMPLUM I. 


6 I . 
Proponatur Series ſummanda —=+ 77721 5 75 * 


. 3 3 3 . 
70:13:16 T 13. 16.19 OM &c. Termini hujus Seriei aſſignantur quanti- 


tate T7 uti patebit ſcribendo pro z ſucceſſive 1 17, 


1 
32. 32 ＋3˙32 
1 x s A 1 8 . 
27, 37, &c. id eſt, hac 27. K. Z TI. ZZ n e E T1 


Nam in eadem ſcribendo pro z valorem ſuum primum +, prodibit 

pro Summa totius Seriei. Si ſcribatur pro z valor ſuus RAS 14, pro- 
dibit +4 pro Summa totius Seriei dempto primo Termino. Si pro z 
ſcribatur valor ſuus tertius 24, prodibit 222 pro Summa totius Se- 
riei demptis primis duobus Terminis. Et fic in infinitum. 


Ex EMTV II. 
Proponatur 8 — = = ho; do | + &c = : 
7 1. 4 . 4.7 8 « 4 crmi- 


60 4 3 . 1 ; T2 * 8 
ni hujus aſſignantur quantitate N= in qua oportet ſcribi 1, 2, 3, 


1 : | 8 | ; 1 5 | : , 
43 &c. ſucceſſive pro 2. Quantitas autem 22 FT; reducitur in tres Ter- 


8 4 I oe | "4 

DE er eee e TPI f 
1 r . „ 32 ＋-= 62-2: 
Unde eric Summa 2 i 32.21.22? five 32.21 PZ 
Jam fi vis aggregatum omnium omnino Terminorum, ſubſtitue in Sum- 
3 {+6 +2 
3 


ma unitatem pro x, & obtinebis » 1d eſt r’ pro valore Se- 
riei propoſitæ. | 
| ExEMPLUM I. 


. ̃ . ̃ 473-07 1 gb 
8 + &c. ubi Numeratores ſunt Quadrata numerorum naturalium; 
25 K. | H Terminus 


Terminus quilibet in genere aſſignabitur expreſſione 2 En 2 £5” 


exiſtentibus 2, 3, 4, 5, &c. valoribus indeterminate ſueceſſivis. Et 


1 
in 16 22 . 
2 5 Fg: 2 = & inde Sande —— = + 
16 62 32 
3 2. 2 ＋ 1 2 ＋ 2 hoc eſt 5.2.2 Ps in qua ſi ſubſtituas 2 pro 25. 


habebis z pro. valore Seriei. 


I 
e illa reſolvitur in tres Terminos ſummabiles ſeilicet = — 


Ex E M.PLUM: IV. 


 Queratur vidhe Seriei N re F- 2 —_ 4 r n + 


&e. ubi Numeratores ſunt Cubi numerorum imparium 1, 3, 5, 7, &c. 
Poſitis jam 1, 2, 3, 4, 5,; &. Mloribus ipſius ⁊ ſueceſſivis, Termini 


825—122＋62—1 | : 
i 11 n FIS 566 Þ5: T7 que reſolvitur 
a 28 92255 * 84 *-- | . 
= 2. - FI 2. 2 FI 2 ＋2 Tz, 2 FT. f 
: : £5 += ha | : 4 8 


es 9623 £7222 b802=3 . 
= _— e W I 22.2-1.2Þ2.243 ? 

qua fi fcribas-primum valorem ipſius. 2, id eſt, unitatem Pro æ, inve⸗ 
nies i eſſe valorem Seriei. | 


Exxur LUM: V. 


* 


Proponatur Series —_ 92 EIT SLORY &c. quam ins. 
venit Vicecomes — pro Quadratura Hyperbolz; Terminus qui« 


vis in genere aſſignatur per expreſſionem E ubi valores ipſius z: 


ſunt 2, 12, 27, 35, &c, Et quantitas reducta ad formam ſummabi- 
km evadit 
» C2” 


2 1 | TT. ZT 


Suminatio Serierum. 25 
3 N. 2 1.3 1.3.5 5 
4X I TXT i Tice] LF TEST Tr rv &c. 
Excurrit quippe in Seriem infinitam propterea quod differentia Facto- 
rum eſt numerus fractus in expreſſione aſſignante Terminos; hoc uti- 
que indicium eſt Seriem non eſſe ſummabilem Regrediendo autem à 


Termino ad Summam, habebitur 
3 5 3 1.3 1.3.5 
42 162.2+ 1 D 128 2. X T1. 2 ＋ 2. 2＋-3 ＋ &c. 


Quz eſt Series eo citius convergens quo major eſt z. Sed ob facili- 


Ls I 
orem computum Pons Ar 


3 _ eee 5 — A 
ET bt e F 


pro 2 ſubſtituatur primus ejus valor 2, habebitur valor totius Seriei 
ſummandæ: fi pro z ſubſtituatur ejus valor ſecundus, proveniet Sum- 
ma omnium Terminorum dempto primo; ſi pro z ſubſtituatur ejus 
valor tertius, proveniet Summa omnium exceptis primis duobus, & 
fic porro. Subſtituo igitur pro z valorem ſuum decimum quartum 


132, ut 2 fit ſatis magna ad efficiendum Seriem celeriter convergere; 


& habeo A= , B= A, C=+B, DSC, E= D, F= 


” E, &c. quo in caſu Summa Az BTTECTZD＋ &c. zquabi- 
+ 57. 37 * &c. toti utique Seriei ſummandæ 


| T . E" 1 
1 27.28 I 


demptis primis- tredecim Terminis. Horum igitur Summam quæ- 
ro per additionem; invenioque fore . 67428 396 1. Dein ut obtineam 
Summam reliquorum, calculo eruo A, B, C, D, &c. ad tot decimalium 
loca quot eſt animus; eoſque inventos divido reſpective per 1, 2, 3, 4. 
57 &c. ut vides. 


A=. o 18318319 018318319 
B= 638570 319285 
C= - - 61797. 20599 
DS - - 9363. 2341 
E=- 18673 375 
E 455 76. 
18 18 
H= - - - - 4r 8 
E == 1 I: 


— * — — — — 


0188612199 
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Eoque pacto obtineo . o1 8861219 pro Summa Terminorum omnium 
poſt decimum tertium; hæc denique adjecta aggregato initialium pri- 
us invento, conficit . 693 147 180 pro valore Seriei ſummandæ, id eſt, 
pro Logarithmo Hyperbolico binarii. 1 95 
Quo plures Termini ſub initio colliguntur, eo citius converget Series 
quæ dat Summam reliquorum, propter z tanto majorem. Atque hujus 
methodi præſtantia in eo maxime enitet quod addendo Terminos ag- 
gregato initialium, 2 tot unitatibus augeatur, qua ratione Series tranſ- 
mutata ad libitum fere converget. 
Quod autem in praxi impoſſibile fit aſſequi Summas harum Serie- 
rum per meram collectionem Terminorum, Pee ex computo ſe- 
quente; ubi habetur Summa centum, mille, decies mille, & ſic por- 
ro uſque ad decies millies centena millia Terminorum. | 


{690653446 
692897242 
693122181 
693 144680 
1.693 146930 £1 
$-093147155 
1-093147178. 
693 147180 


Ex hoc calculo conſtat centum Terminos dare Summam accuratam ad 
duas figuras; & gradatim decuplum Terminorum numerum colligen- 
do, lucrari præterpropter unam tantummodo figuram: adeo ut fi quis 
vellet eruere valorem hujus Seriei accuratum ad novem figurarum lo- 
ca, nulla arte adhibita præter additionem, requirerentur circiter decies 
millies centena millia Terminorum. Et hæc Series convergit longe 
— ior quam aliæ quamplurimæ, quarum valores ſunt Quantitates 


| Sum 


Ex EMPTIUM VI. 


Summanda ſit Series 14 Tir &c. ubi Denomi- 
natores ſunt Quadrata numerorum 1, 2, 3, 4, &c. & Terminus in ge- 


SEES 4 . 1 
nere eſt — hic reductus in formam ſummabilem, evadit 


1 1 3 1.2 | 1 = 
f ＋ ri 1 Tae frei. + &. 


Ergo Summa = _ 

2 1 — 4.2. ' E 1.70 c 

2 | 22,21 1 32. 2 TI. 2 T2 T 42. 2 TT. 2 ＋ 2. 273 ＋ Ke. 
| | Quay 


Summatio Serierum: 29 
A B ET 1 24 
Que ponendo A= = B= 215 S Er pA, 


4D i 1 1 I 
— TC - Ke. : 4 Ws L—C 7 1. I 
E= ap &. cvadit A BOT DO + Jan 0 


* 


pro 2 ſubſtituatur. ejus valor decimus tertius 13, habebitur Summa 
omnium Terminorum in Serie ſummanda poſt decimum ſecundum; quo 


e Re RAE. wp: 3 ea 
in cafu erit i; W C IgE, DS 6 C, E I D, &. 


Et A+- 5.574 C-+ 74 &c. erit Summa Terminorum 


1 


19 T 796 + 225 K * &c. Computus autem ſic ſe habet 
A=. 76923077 076923077 
B = - 5494505" - 2747252” 
= - - 732601 2.44200 
: Dam-"+ 137365 1 3434T - 
r 6464 
Fi=: 838970 1496 
SG - - - 2835 406 
Hz= - 992 124. 
. . 
T 
L= -- - 7 67 5 6 5 
M= - - . 31 Bn 38 


NAS -- - - 15 | * 


079957427 = | 


Ds + 
* 


Unde prodit . 79957427 pro Summa Ten 169 15 195K 


1 — 212 $4 
22 * &c. quæ adjecta aggregato duodecim initialium, five 1.364976 3 8. 
conficit 1.64493 406g pro valore totius Serici 1 +7+5+ = + &e? 
Convergit autem hæc Series minus celeriter ea Brounkeri in Exemplo- 
priore, | 5 6, Ei + 
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PRO POST I0 III. 
Termini cnjuſois Series formentur ſeribend numeros 
2 be unitate d e ow 2 in e 
ue, * 24 Z. 22 T alas 1. S2 42 21. 7 21 AS 
erit Summa æqualis * n 
a ORE Zo Be - ; 22.7Cs ” 
1—*. ATE 1 . S EN TI Wn TIES . I 2 ＋ 2. 2 I 


. A, . &, deſignant Coefficientes Terminorum 
a 


—_ 


przcedentes eos in quibus e "2 le. elt A = 


b—Ax c—2Bx | 

25 PINT" &c. & lic porro. Excipio autem caſum in 
quo eſt x æqualis unitati : ubi hoc accidit, Series ſummabicur per Pro- 
poſitionem b er Hem vero B Finge Sum- 


mam 


S Se in S += — — 1 — I -2.2+3 , 
deinde ſcribe valores variabilium ſuccedentes "SF & z+1 pro an- 
tecedentibus S & 2 th e atque Lr fy 


2 . in 


Ii ; —. H. e 55 s 5 r ＋ _ 
7 1 n „ : 


* 


| nin C10: 

Es = — . -Z Z= +; Fr = SS SY * &. 
que. reducta 2 * . evadit | 
n enim 4 


Ax Bx. JOE, FT, 7 {js 7 
n. "Ihe 1 — 3 os 


wy MELT 15 1 q 2.21.22 + Z.,2=PI 252.2753 
TY EY: 4 | | Subdu- 


Summatio Serierum. 31 


Subducito nunc valorem ipſius Sol a valore ipſius S, & relinque- 

tur Terminus | 

Tin | 

— B= -Ax CT+2Bx D Cx 
. . 2-1 T zz 2-1, 22 2 2 1 2 2. 2-1-3 A Kc. 

Hie denique valor ipſius T collatus cum illo in Propoſitione, dat 

AT * a, BI ＋ Ax b, Cr=%Z2Bx=c, & ita porro. Quæ 


Z#quationes exhibent valores Coefficientium ut ſupra. Quare valor 
Summz recte aſſignatur. Q. E. D. 


Ext MPLUM I. 


Summanda fit Series 1 + t ＋ 7. ＋ — f3 +7 * | &c. qua- 


2 | — | 0 Tz * : 1 1 1 1 
tio ad eandem eſt T in =, nam ſeribendo >, 12, 2 , 3 >» 


& c. ſucceſſive pro z, provenient Termini Seriei. Comparando autem 
hunc Terminum cum illo in Theoremate; erit x , = - 
at 5, c, d, e, & Coefficientes e ſunt nihil. Et hiſce demum va- 
loribus ſcripris, oritur 


⁊ 5 N 
8 = jn 


| At -2Br bt YH 3K 
2 += fork += 2.— 1 „ 2.2— 1 22. =; & 
Ponamus Exempli gratia eſſe j=—1; & Series ſummanda erit 


| * 
1 — e <— MS atque evadet Summa 


TAB od 
AD AE Fanehe PTT T e c. 


I 30 4D 
Vel S=+ in — 4+ b TND TA &c. 


Ubi A, B, C, D, &c. jam deſignant totos Terminos more Newtonian, 
& non amplius Coefficientes. Qty unitas cum figno ambiguo in quam 


I 
tota Series multiplicatur, erit affirmativa ubi 2x — eſt numerus par, 


& negativa ubi eſt impar. Collige jam F 3 initiales, 


+ 8&c. 


conjunctis 


vel quod Te eſt, ex in hac Serie — ＋ 77 9.11 


EY can xd i abit: . 
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conjunctis binis quibuſque in priore : eorumque Summam reperies 
.7646006915. Dein ſcribe pro z ejus valorem decimum tertium 122 


&& obtinebis | 


-. 


I | 
$==+ZA+EB +7 C+ED +2 EHE. 1 8 
quæ eſt Series ſimplex & celeriter convergens: decem 8 
etenim Termini dant S.= . 02079747 19 ut ex computo 256 A 
appoſito liquet: & eidem adjectà aggregato initialium, 5 * 
provenit 783398 1634 pro valore Seriei ſummandæ: ad oo 
quem tamen nunquam peryenire liceret per additionem of 6 
Terminorum. Atque colligendo plures initiales, valor —5 
ipſius S longe celerius approximabit. Hujus itaque Pro- : 22 
poſitionis ope, Circumferentia circuli produei poteſt mi- 5 
nimo labore ad figuras quamplurimas, per Seriem c 
hancce utcunque lente convergentem; id quod olim mul- _ if, 
tum defiderabat Leibnitius. - $=.0207974719 


Periferia circuli obtinebitur quoque accuratiſſime 
| 3 


— 


— 6 
135 "WH 


1 1 : 8 1 1 * 
per Seriem Newton: fequentem 1 Tz Wo Hey fo S -- oh 
7 : £ 0 — : 5 : Is | 7 2 a ; 
TE + &c. ubi Termini quique bini ſunt alternatim negativi & affirma- 
tivi. Idem etiam efficitur per hancce 1 ＋ 8 * 5 4 * 8 
"Dk | ; . DNS 2 4 5 7 ET r 
75 — 77 + &c. in TI: conſtituunt progreſſionem nu- 
merorum naturalium, dempto quoque terno: Prior æquatur quartæ 
& poſterior tertiæ totius circumferentiz parti, ex ſuppoſitione quod 
horum Arcuum Chordæ fint unitates. Priuſquam tamen tractentur 


1 diſpertiendæ ſunt utræque in duas; prior in 
3 „„ gf 5 


. - * 


, — - 


„„ Loot ld 
e REAR HS bags 


3 1 1 ER, 1 1 | 
e ene 


8 4 nr 1 
Poſterior in haſce 1. —+— ——= 4 — 4 
e 7 ＋ | THT . 
1 C3 1 „ | 

1 ＋ 8 Ws; 141) TC 
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Dein harum quatuor unaquæque ſeorſim conſideranda eſt, & ope- 
ratio inſtituenda ut in Exemplo ſuperiore. 


E EMPLUM IL 


ee t a &c, Æquatio eri 
Si Series %% TATTRY” c. Ægquatio erit 


in — quæ reſoluta in Seriem evadit 
0 2 N . 


T=—=x* in 


I N 1 13 5 og 
Tr * 82.2-Þ-1,2Þ2 55 16.2 TI. 2＋ 2.273 * J TI Tz. 3 TY 
| Þ+ &c. 


FT : | 1 15 
Unde comparando membra, erit o, n, b=>, c= 2, 


4 
Adeoque S=x* in 
-T 3—8 Ax 15-323 9%ñ 105-99 6Cx 


4.1 3 2 * 8.1—. L. X ＋I * In 32.1. X. 2 TI. EZ. a3 ＋ bc. | 


Cujus Seriei progreſſio cuivis patet. Et ubi datur valor ipſius x in 
caſu quovis particulari, dabitur Summa pro libitu accurataz primo 
ſcilicet addendo numerum ſufficientem Terminorum initialium, eo fine 
ut 2 fit ſatis magna ad efficiendum valorem ipſius S celeriter convergere. 
Et hiſce præmiſſis de Seriebus quarum Termini ſunt aſſignabiles, per- 
gendum eſt ad eas quæ determinantur per relationem Terminorum. 


* 


PROPOSITIO IV. 


Data relatione inter Summas ſucceſſivas, indenire eum 
oy que eſt inter Terminos. . 


In Æquatione definiente relationem inter Summas, ſubſtitue pro &, 
8“, S”, &c. ſuos valores proprios S—T, S—T—T', S_T—T'T", 
&c. & fic habebis Æquationem involventem Summam unicam S; in 
qua ſcribe valores variabilium conſequentes pro antecedentibus, & ha- 
bebis Equationem novam involventem Summam illam S: ope harum 

denique Æquationum eliminetur S, & ea que reſultat monſtrabit re- 
lationem Terminorum. Q. E. I. 
K ExXEMPLUM 
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ExXEMPLUM I. 


Sit Equatio ad Summas, z—=»S =z=1S'; pro S' ſubſtitue ſuum 
valorem S—T, ac evadet Zquatio z—=1S=z=1T; in qua ſcribe va. 
lores variabilium ſuctedentes pro antecedentibus, id eſt, ST pro 8, 
T' pro T, & 24-1 pro 23 atque prodibit »—1S=,—iT+zT; 
hanc de priore z—=1 Sn T ſubducito, & manebit z—z T=zT: | 
quæ eſt Æquatio ad Terminos Seriei. 


ExeMPLUM II. 


Proponatur Zquatio ad Summas S X h ＋38˙* TR: 'Y 


8 . 
ſubſtitue S—T pro S/, ac invenies $== Tx 1 — 2: dein] Jux- 


ta methodum differentialem _ ST pro 8, T' pro T, & 2＋1 


8 E20 2- HE 
pro 2, ac proveniet $—T== - T x wo = EZ ope harum Zqua- 


tionum extermina S, & habebitur Z; 2 T+3Tz=0, quæ eſt Equa- 
tio exhibens relationem Terminorum. 


. Atque eadem methodo exterminantur tres, plureſye Summæ ſucce- 
væ. 


ProrosrTIo V. 
Iuvenire Series quotvis ſummabiles. 


| Zquatio ad Summas dabit Summam Terminorum, ea vero ad Ter- 
minos dabit Seriem; prior pro libitu afſumitur, & ex ea deducitur 
poſterior per Propoſitionem ſuperiorem: habentur e T ermini, eo- 
rumque Summa. Q. E. J. | 


Ex TAT I. 


Sit Equatio * Summas = S=707 z—19, ut in Exemplo primo Pro- 


poſitioni præcedentis; invenies eam ad Terminos eſſe 2 T=zT. 
quatio autem ad Summas, ſubſtituendo S —_T pro S', dabit Sum- 


mam $=—= T. Deſignent jam A, B, C, D, &c. Terminos hujus 
Pb & ations ad eoſdem ſcribe, , m+ 1, n- 2, m3, &c. 


ſucceſ- 
5 
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ſucceſſive pro 2, exiſtente m numero quocunque integro vel fracto, 
negativo vel affirmativo; atque prodibunt relationes Terminorum, 


. Dn. *="3*c x. 6 


Z — 


] a 5 : ) 1 1 * - 
&c. Tum in Æquatione S = T, ſcribe primum Terminum Se- 


riei, id eſt, A pro T, & primum valorem ipſius z, id eſt, n pro z 
atque invenies 


s e. 


221 Mm 


Ubi ſubſtituere licet quoſvis numeros pro  & u. Sit Exempli gra- 


T | : 
tia m=5, n 2, AED & proveniet 


£92 4 5 6 | 

12 * A+ G re D ＋& c. 
| I I I I I I 

1 3 2 np = od —_ &c. 
n. 34 T 25 Tae Te Tat 8 | 
Ubi patet Terminos eſſe aſſignabiles id quod ſemper eveniet quando 
7 eſt numerus integer: tot vero erunt -faCtores in Denominatoribus, 
quot ſunt unitates in 2. Sic in præſente Exemplo, eſt z=2, & prop- 
ter id ſunt duo factores in Denominatoribus Terminorum, 


sit jam m=2, g, A =1, & prodibit 


815 


5 33 7 Ar 

S=2=1+7 ATC FHC DTB ET. 
ns ß ns 
hoc .eft, S = ITT FG Fe T iz T &. 


Nunc autem conſtat Terminos non eſſe aſſignabiles, quoniam x eſt nu- 
merus fractus. Notandum Seriem abrumpere & eſſe numero Termi- 
norum finitam quotieſcunque eſt - nihil vel integer & negativus. 
Atque fi n—1 fit nihil vel numerus negativus valor: Seriei erit infinite 


magnus : ut conſtat ex valore Summæ, nempe . A, 


- W— 


ExEMPLUM - 
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ExeMeLUM II. 


Sit Zquatio ad Summas S x Szz40zF9 + 3 S Iz, ut in Ex- 
emplo noviſſimo Propoſitionis ſuperioris, ubi inventa eſt 
_ 3. op $225-42—3 1 . 61 
= 32 IX N & celatio Terminorum erat z+: T- 32T ae 
Et fi uſurpetur unitas pro Termino primo, & primus valor ipſius z 
ponatur etiam unitas; obtinebitur 


. Wm 
. 


Ubi Denominatores ſunt dignitates ternarii, Numeratores vero numeri 
triangulares. In hiſce Exemplis non expatiatus ſum in deducendis 
Seriebus ex ÆEquationibus que definiunt relationes Terminorum, quo- 
niam hoc ex Introductione hactenus notum ſuppono. 


SCHOLION. 


Summatio Serierum in Methodo differentiali, reſpondet Quadraturæ 
Curvarum in Methodo Fluxionum; & eapropter in utraque oriri ſo- 
lent difficultates conſimiles, quæ hic ſunt enodandæ. Diximus Se- 
ries hinc inde continuari poſſe in infinitum: exempli gratia Series 

3 5 5 I | 
I ＋ 4 ** + x* + &c. retrorſum continuata == +7; + 


Et hæ duæ ſimul junctæ conſtituunt unicam ex utraque parte excur- 
rentem in infinitum, ſcilicet | | 


bp nbd ieee fe- 


Nam hi Termini ſunt in progreſſione Geometrica continua, anteceden- 
tes ad conſequentes ut unitas ad x. In Summatione hujus Seriei invenie- 


7; =I x &c. quod quidem verum eſt ubi x 


eſt minor unitate; attamen ſi ſit major unitate, hæc Series erit infinite 


mus 


magna, atque Summa non amplius erit Summa hor um Termi- 


Tm x? 


norum; ſed mutato ſigno, æquabitur Seriei ad alteras partes excur- 


I ER. I 
F ＋ & c. Quod 


. | ſk 
renti; hoc eft, eric . 


Xx 


fi 
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ſi x fit unitas, Summa erit — , & inde utraque pars Seriei erit in- 
finite magna, utpote æqualis unitati infinities ſumptæ. 


Ad eundem modum fi Æquatio ad Seriem fit Z=» T =zT", & Se- 
ries continuetur ex utraque parte in infinitum; una pars converget & 


: | 2—1 
altera diverget præterquam ubi eſt » = 1 3 & Summa —— T ſem- 


per æquabitur parti Seriei convergenti. | | 
Haud ſecus in Quadraturis, fi 2 fit Ordinata Curve Hyperbolicæ, 


; 5 Z exprimet partem Areæ ad has aut illas Ordinatæ par- 


tes jacentem prout eſt minor aut major unitate: ubi tamen eſt 
unitas, Area ex utraque parte Ordinatæ erit infinite magna, ut in Hy- 
perbola Apollonii. | gs | 

Series quidem, etiamſi quantitates que per eas quæruntur lint finite 
magnitudinis, ſæpiſſime ſolent divergendo evadere infinite magnæ, 
in illis autem caſibus continuatæ in alteras partes nonnunquam conver- 
gunt & æquantur Radicibus quæſitis, vel ab iſdem differunt quanti- 
tate determinata. Nonnunquam etiam utrinque continuatæ divergunt : 
ſæpius etiam ad utraſque partes nequeunt excurrere in infinitum propter 
Terminos impoſſibiles vel infinite parvos. | | 

Inſuper ſicut Areæ Curvarum nunc augendæ nunc minuendz. ſunt 
datis quantitatibus, ut evadant vere; ita etiam Summæ per hanc 
Propoſitionem inventæ nonnunquam differunt a veris, quo in caſu cor- 
rigende ſunt additione vel ablatione quantitatis datæ. Scilicet ubi Æ- 
quatio ad Summas talis eſt qualis efficit earum ultimam eſſe quanti- 
tatem magnitudinis finitz vel infinite magnæ, ſemper opus eſt corre- 
ctione: monſtrabo igitur in ſequente Propoſitione, qua ratione aſſu- 
menda fit ÆEquatio que ſemper efficiet ultimam eſſe nihil; eoque pacto 
ſumma inventa erit vera, nec augenda neque minuenda, ut hactenus 
monſtratum eſt, — | | 


 fluens 


Prerestrie VI. 
H Aiquatio ad Summas fit Cx r + a#*—"+bg%=2+&c. 
m HN Ed = Tc. ultima Summarum e- 
rit finite magnitudinis in eo caſu ſolo, ubi eſt m x, 


Ad hanc Propoſitionem demonſtrandam, ſciendum eſt Summam 8 


inveſtigari poſſe ex Æquatione definiente relationem inter eam ejuſque 
L valorem 
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valorem ſucceſſivum S8, eodem fere modo ac quantitas Fluxionalis ex 


ſua Zquatione. Illum in finem aſſumenda eſt pro 8 Series hujus 
forme, | | | 


8 Ä | 
WY TITS. 
ubi u, p, A, B, C, D, &c. ſunt quantitates invariabiles. In caſu autem 
præſente ubi Summa quæſita eſt omnium ultima, adeoque ad diſtantiam 
infinitam remota; erit z etiam infinite magna, utpote quæ vel æqua- 
lis eſt illi diſtantiz vel ab eadem differt quantitate finità: hac de cauſa 
Termini Seriei poſteriores ſunt infinite minores prioribus. Igitur ad 
abbreviandum computum, rejicio omnes poſt primum, utpote quæ in 


hac demonſtratione ſunt inutiles: ſic habeo S === in qua ſcriben- 


do S' pro 8, & Ar pro 2; obtineo 8 ET 
| * 1 


ſubſtitue pro S & S' in Equatione ad Summas, vel quod eodem redit, 
in hac SXzFa=mSXz+:, membris reliquis ob rationes ſupra expo- 
ſitas neglectis; & reſultabit — 55 X . Vel ducen- 
do in , & dividendo per A, p2"XzFa=1XzTD XZ. Cæ- 
terum per Theorema Newtoni pro evolvendo Binomio, eſt TI = 
uz, idque accurate propter 2 infinite magnam. Hunc valo- 
rem ſubſtitue, & evadet Equatio ↄp & T K e H DN, 
que diviſa per 2 , fit 2X MK Ke, vel pzzpaz= 
mA EIN une; in qua conferendo membra homologa, erit 
En & page xn, unde »=4—c: & proinde ultima Summa 


* 2341 — 


„ © —_ ; 
8, quæ antea erat 7+ jam evadit ==, ubi notandum eſt Coeffi- 


cientem A non determinari. Fingatur nunc ==, & ſimul a=c; 
2 TI 9 
& Summa fiet : eſt vero 2*=1, & 1 , etiamſi 2 ſit infinite 


magna; atque adeo ultima Summarum eſt finita, quippe æqualis quan- 
titati A ubi eſt m=1, & ſimul a = c: alius autem non datur caſus 
1 | | 


in quo ——— eſt quantitas finita ubi z eſt infinite magna. Conſtat igi- 


tur Propoſitio. 


CoRoOL- 


. Hooſce valores 


12,0 


de 
5 
i 
2 
2 
5 
: 
A. 
X 
a 
— 
I 
125 
1 
% 
2 
fo ind 
= 
Gy 
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CoROLLARIVU M. 


Si m ſit minor unitate, ultima Summa erit infinite magna; & infi- 
nite parva ubi m eſt major unitate. Et ſi m fit unitas, Summa illa 
erit infinite magna vel parva prout 4 eſt major aut minor c. Igitur in 
Agquatione ad Summas fi n {it major unitate, vel unitati æqualis & 
ſimul à minor c; ultima Summa ſemper erit nihit & nulla Correcti- 


one opus erit. 


ExE MLU M. 
Sit Summa prima At, ſecunda B => A, tertia C= = B, quar- 


8 a 
t = 2 C, quinta E =7=D, &c. Atque Zquatio ad eaſdem erit 


SXzz+z+14=S'XzzFÞz; que collata cum Æquatione generali, dat 
m I, a=1, I; & inde a -c so; unde per hanc Propoſitio- 
nem ultima Summarum, id eſt factum ſub omnibus numeris 

1X K 5 9M 5. &c. in infinit | quantitas finita. 
TXFX 24 XA Xx gX276 X &c. in infinitum, e quantitas . 

In Ægquatione ad Summas ſubſtitue S=T pro 8, & invenies S= 
—4TXZzz+z, quæ quoniam prodit negativa reſpectu ipſius T, ex- 
hibet Summam Terminorum non a dato Termino uſque in infinitum, 
ſed a dato Termino uſque ad principium Seriel, _ 

Quod ut clarius pateat, proponantur duæ Aquationes Szz= 82 
& Sz=S'ZT7 : utravis harum dabit eandem ZEquationem ad Termi- 


nos, ſcilicet Tx T'. Ex priore tamen deducitur S T X zz-p19 


& ex poſteriore S T I. In primo caſu S eſt Summa Termino- 


rum ab initio uſque ad T; & in ſecundo S eſt Summa ipſius T & 


omnium ſequentium in infinitum. In ÆEquatione ad Terminos ſeriban- 
| T 2 
tur numeri 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro 2, & uſurpetur 2 pro pri- 
mo Termino; atque prodibit Series 
T I I I I 1 1 
TT TIT FIETETITOGA Ke. 


Ubi ſi quæ ratur aggregatum primorum quatuor Terminorum, ſcribe 
5 pro Zin TX Af valore Summæ 8 priore, & Terminum quintum 


: | 25 + ES 
5.6 Pro ST, atque obtinebis „ a 
| | quatuor 


+ 
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quatuor utique Terminis initialibus. At ſi vis Summam omnium om- 


1 
nino Terminorum, præter illos quatuor, ſeribe 5 Pro , & yay proT, 


in TE: valore ipſius S ns od: ac |habebis = => = Ir) = 


1 


5.7 ＋ A. +75 + &c. Et hi duo valores ipſius S fimul additi, hoe 
41 | 
5 


um omnino Terminorum ab initio uſque ad infinitum. 


4 . 1 1 a 
eſt, Summa numerorum 4 & 7 conficit l pro valore omni- 


PROOSIT 10 FM. 

. 1 2 ad A fit 1 — 2 T. e 

rn in = art 
EEE x=+ &e. 


WW Summam 8 æqualem eſſe Termino T Jude: in quantitatem 55 
= Ty; dein ſcribe valores indeterminatarum poſteriores 
87. I „ pro prioribus S, T, & y reſpective, atque habebitur 
S—T T=T'y; quæ ablata de priore S=T\y, relinquit T=Ty— 


T J, unde eſt T'=Tx" — Sed per Equationem ad Seriem ſci- 
IL 


licet = T EI. 2 T. eſt I' — —=. Adeoque æquando ſibi 
invicem duos ipſius T' valores, erit T X e ==: quæ di- 


* per T, & ducta in Ok: 7 evadit 21 1. - m i — 5 
— 1. vel =I. * - i o: quæ eſt Æquatio Differen- 
wan ex * reſolutione da, Radix y. Illum in — aſſume 


j=a+7 SE ＋ 2. P 2+ 1. za. er. 
tum ſcribe pro y & 2, valores earum ſuccedaneos ) & 2-1 reſpe- 
ctive, atque habebis 


a 
7 
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* 4 
| * . 1 | $7: | | e 
#1 I- 2Þ-1.2Þ2 * 21. 2＋F-2. 27-3 4.4 2+1.2-þ2.2-þ3.2+4 T &c. 


7 bib AC —34 
hoc eſt, b] S4 2 T 2p: ee 212.23 T &c. 


, . 2 7 
Atque prior valor ipſius ) multiplicatus per >» evadit 


1 ab 


VVV nd 
. fs Taff Fc 


Hoſce valores ad eandem formam jam reductos ſubſtitue in Æquatione, 
& reſultabit | 


mb—na , . wen 


3 oth HA” l2.2þ+1 Z. 21.272 


Ubi ponendo membra homologa æqualia nihilo, habebitur à 


— 1 
e e W : 


== a, == i b, d == 15 s &c. Et hiſce datis, 
0 mM mn | mM 

dabitur valor Radicis y, quæ denique ducta in T exhibebit pro 8, Se- 
| riem in Propoſitione exhibitam. Q. E. D. 


Corollarium. Si n fit numerus integer & negativus, vel nihil; valor- 
ipſius S abrumpet, exiſtente Serie ſummabili. Et ubi m eſt negativus, 
Series erit infinite magna. Hic autem excipio caſum in quo eſt o; 
tum enim Series ſummabitur per Exemplum primum Propoſitionis 


quintæ. 


ExXEM PLUM I. 5 


Proponatur Series ſummanda >+> A+ 7 B -+ S C+ -D+ 


J,. — 


1 E + &c. Equatio eam definiens eſt 2— 1 - 22 T' =o, ubi valores 
. 1 BT | 
ſucceſſivi ipſius z ſunt 1 , 2 r &c. & illa collata cum 


» 2 0 veg x F I 2 N a 
Zquarione generali dat 2, 18 —2, five nn I; quibus 


ſubſtitutis, oritur 
M 88. 


42 — Se 
1 | 2 OE . 
ray T—E 22 = = 22-6 © 22-Þ8 © Kc. 


In qua ſi ſubſtituatur quilibet Terminus pro T, & pro 2 valor ſuus 
correſpondens, erit S Summa ipſius T & Terminorum omnium ſequen- 
tium uſque in infinitum. Colligo itaque duodecem Terminos init ia- 
les; eorumque aggregatum emergit 783339618 13. Dein ut obtineam 
Summam reliquorum , ſcribo Terminum decimum ahi ak id eſt, 


,00003029411 pro T, & pro = valorem ſuum debitum 13 =; * 
habeo 


8 oO00658822— = ee e eee i wo gy Th 

#4 : +9 37 33 Bo 
Ubi Termini prodeunt alternatim negativi & affirmativi, 22 diſpo- 
no in una columna & illos in altera ut vides 


006038 822 200000224401 
23214 3744 
> | =” 
Fi » 2584. 
lt. 16 ds 56658052399 6000 28374 


Tum Summam negativorum .00000228372 auferens ab ea affirinativo- 
tum .oooo6082899, habeo S=.o000;58;4526, que” adjecta Summe 
initialium exbibet 85398 16339 pro valore Seriei as ma n 
pro Area Circuli cujus Diamiter eſt unitas. | 


ExtMerow II. | 


x uzratur valor Kerbe 1 3 B — 2 S0 — — D — 2 E Abe 
a * 


. 8 oe. py 2 A ü 5 8 
EEquatio definiens relationem Terminorum elt Zr T+zT'=0, 
in qua valores Abſciſſæ 2 ſunt 1, 2, 3, 4, &c. comparado, autem 


hanc Equationem cum illa in Theoremate, erit n= xr 1 —1 = 1, 
& m2 : 42 85 exinde i — ine, Mite 


— . 
- 0 TY 7 7 wi vr II I * 2 + — 
DEE 0 ige 


* 


 Sumimatio'Gerierum. 43 


Collige nunc decem Terminos initiales Seriei tranſmutandæ, eorumque 
Summam reperies fore . 616867064. Deinde ut habeatur Summa re- 
liquorum; in valore ipſius S ſcribe Terminum decimum primum, id 
| eſt, . 1761970520 pro T & 11 pro 2; atque prodibit 


| 2 I 3 5 2 9 
Seiser A == Fs —_ LR D+Z E + &c. 


Et ineundo computum ut in margine, invenie- cs 
tur S . 0902397156, quæ addita aggregato initi- 9 
alium prius in vento efficit 707 10678 10 pro va- 1 3 

1 I I ; Zn 
lore Seriei, id eft pro / Ds Etenim \/ = ſic ſcripta ' 220935 

Ce Bren) bo me 15041 
Y „ & evoluta per Theorema Newtoni, eva- 2 i «© 2366 
dit Series de qua nunc egimus. „ 2388 

SCHOLION. PALE NE = 


e Es DE net am ods ER= 
Omnis Series cujus Termini ſunt per vices nega- SS 0902397 155 
tivi & affirmativi, ſi tranſmutetur per hanc Pro- . 
fene in aliam celerius convergentem cujus Termini 
unt ejuſdem ſigni. Et è contra omnis Series eujus Termini funt 
ejuſdem ſigni, abibit in aliam cujus Termini ſunt alternatim negativi 
& affirmativi; quæ tamen non converget celerius priore præterquam 
ubi Franſmutatio inchoatuùr à Terminis ab initio TN remotis. Et. fi 
Series tranſmutetur, & rurſus tranſmutetur ea que ex prima Tranſmu- 
tatione prodiit, emerget ea prius propoſita. Exempli gratia ſi Series 


: ===> - — Kc. tranfmutetur, pr e pg + 


* 


2 B + : 2 +5 D + &c. dein fi noviſſima tranſmutetur emerget pri- 


r 


A re 1s —- v a 


+ &c. hoceſt, transfett Seriem de Tangente ad 


Sinum, vel de Sinu ad Tangentem. Sed in hiſce caſibus debet ope- 


ratio ordiri ad primum Terminum Seriei, nempe ubi agitur de Trant 
mutatione totius. i IF 1 * | 


? } 
= 
f 


5 PRop o- 


22 


PROPOSITI0O VIII. 


K Aquatio ad Serien fit T. — & 
ponatur A= * Bo 7 A, err 550 


r=222D, Sc. Erit S 1 e. 


Etenim ſuppone S = Sex & per methodum Differentialem 
erit S—T= = TX CNN mu ene Differentia dabit 


X . 


m,n — T, atque babebitur 1 T= s „1. x == 
2— 
MAC we 


N 2 


Tx que. diviſa per , edit. = == $=iiTE 


"Ss Ba. " 
181 


Faw 114. — =0, Ex ae vero o Feuatione eruetur Radi 2 


ad modum ws 1: nes Finge 


e, FAIRE | nf, 

a 5 1. Ty * 2. ee, 2 r pt 

EY = | % f 1 
= + FF: rarer m—_ reer 2 ee 
8 nm enfftivorit nib 58 G 9 


f = roman SEE DEER +. 
jm, 2 75 en Sgton e tunniu = . | $5, D 4710 


2 SH m1 IF At N 22 EAT ME KY 
Adeoque 


A4 0 
4 
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, 77 4 
Adeoque) - 2 = 


a c 5 | 3 
3 ETI Fa TF + &c, 


Eſt vero = 


* 


x” 7 2 n. TI. 2 ＋ 2 ä 

2 N TTT. ZF T STT. ZZZ + &c; 
Wo FT 1 

Igitur y—y ＋ 2 — — 2 | 

42 — 1 belt Coen. nd I , d=—=tt+1.n +2 


5 . T5... + &c, = 0, 


Pone jam Numeratores nihil, ut evaneſcant Termini; & pro deter- 
minatione Coefficientium habebis ÆEquationes ſequentes a =1, n, 
cn. 1, d=1n.3+1.n+2, &c. ſubſtitue hoſce valores in Serie aſ- 
ſumpta pro , vice ipſarum a, b, c, d, &c. & valor ipſius y, exinde or- 
tus ductus in T, exhibebit pro S, Seriem in Theoremate poſitam, 


EB. 


Corollarium. Si n fit integer & negativus, vel nihil; Series ſumma- 
bitur accurate per hoc Theorema. Et fi m fit nihil vel negativus, 
Series erit infinite magna. Inſervit autem hæc Propoſitio & ſuperior 
Quadraturæ Cur varum binomialium. Hæc uſui venit ubi in Ordinata 


s AA wt ai . . I 
* * fx", eſt ef x O ſuperior vero adhibenda eſt ubi con- 
trarium accidit, : 


4 


Ex EMyLUM I. 


Quæratur valor Seriei + A+ B+ - C4 155 —— 15 Er, 
2— 52 —2 
| 2 ＋ 2 
valores 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro z. Æquatio autem in Theoremate 


Æquatio eam definiens eſt T' = T, uti patebit ſcribendo 


1 1 "ag 
comparata cum hac, dat m = — =} unde A211, 3 


N A 
| 22? 


Q 


4.6 Summanatio Serierium. 

A 4 EE 3B 2 50 = 7D 2 

22? EST 7D CY E 22 T6 — atque S = 73 A+ 

= B + 2 C += D ＋ 5 E + &c. Ineundo computum reperio ag- 
gregatum duodecem Terminorum eſſe 1.407397508. Dein ſubſtituo 


Terminum decimum tertium, id eſt, 57-161 180258 pro T, & pro z 
valorem ſuum correſpondentem 13, ſic prodit * 5 


AS Ex. 161180238, 166180238 


B = ix - 6199241, 2066414 

C=!x- - 664204, 2 
„„ SN. 

ESX 24261, ce £51617c2 288 
=p 36's 6410; 131 
h CEONITITRS. n 46. 
H= ix - - - 670, | 79917 IS or 

I =3X - -:- - 250, . 4 

=zX - --= 102, e 


L. 44, 
M= Ax mim 34g 


Ex hoc gore ho habeo S=.163398820, valorem utique Terminorum 

omniuta poſt decimum ſecundum; quem itaque adjiciens Summæ 

initialium, 1.407397508, habeo 1.570796328 pro valore Seriei ſum- 

— — id eſt, pro longitudine Arcus ſemicircularis cujus Diameter 
unitas. | 5 


S . 163398820 8 


Termini initiales, quando eorum Summa eruitur, facillime reducuntur 
in fractiones decimales per regulam ſequentem, pone a= 1, b 


V = | oY | I 
dane af" 2, . 8 * HDD d. 4, &c, eruntque Ter- 
Cc 
mini a, b, — c, d, — e, &c. 
7 9 „ 


Ex EMPLUM II. 


| , 6 1 I I -F | 555 
Proponatur Series Brounkeri 72 —— 72 95 5 —— 7 + &c. K. 


quatio 


83 
* 
72 
2 
Fo 
4 
Z 
BD. 
[2 
Ip 
25 
25 
22 
72 
7 


g 


eee et e e 


£ 
X 


#. 
I 
$, 
3 
. 
[2 
3 
x 
5 
ge, 
Fa 
+: 
For 
7 

4 
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uatioad eand T'=— x — 7 „ — ——— 
quati eandem eſt 3 * vel etiam T pn * — T. 
ſcilicet ſumendo initium Abſciſſæ z a diverſis punctis. In priore va- 
33 „ 5 
lores ipſius z ſunt Fog me ens, Bhs Ke. WI. N= A=ZzZ—-T, 


—, &c. In poſteriore valores ipſius z 


ſunt 2, 3, 4, 5, &c. m =, n=>, =2—=T, B ==, = 


5B SO 3 
22 FZ; P =3zÞP & c. & in utroque erit S = ATT c 


1 8 | 
2 D-+ &c. Dabitur ergo S ad plures figuras ſumendo pro T quemvis 


e Terminis ſat longe diſtantibus a principio. Et ſimiliter in aliis ca- 
ſibus inſtituere licet computum, idque duobus modis diverſis ubi Ter- 
mini ſunt aſſignabiles. Hæc autem Series hunc in modum ſcripta 


1 $2 © I I 8 2 
I + Rr Ft — &c. facilius tractabitur per Propoſitionem 
tertiam aut ſeptimam. 

SCH OLION. 


. Hactenus egimus de Summatione Serierum que prodeunt in Qua- 
dratura Curvarum binomialium, & ſimilibus. Cæterum procedere 
licet eodem modo in caſibus difficilioribus: nam Summa Seriet deter- 
minatur & erui poteſt ex data relatione Terminorum; idque reſol- 
vendo Æquationem Differentialem ut in. noviſſimis duabus Propoſiti- 
onibus. Problema autem eſſet laborioſum quærere Summas indepen- 
denter a Terminis, quando Termini non ſunt aſſignabiles; ideoque 
quæſivi quantitatem que ducta in Terminum T exhibet Summam 8. 
Sic etiam Areæ Curvarum facilius eruuntur mediantibus Ordinatis, nam 
Series hac ratione prodeuntes ſunt ſimpliciſſinmæ. Et hiſce præmiſſis 
pergo ad methodum reſolvendi Radices Æquationum Differentialium 
in Series magis quidem compoſitas, at ſimul longe magis convergentes 
quam ſuperiores; quas ea tantum de cauſa exhibui, quod eſſent ſim- 


plices & uſibus vulgaribus ſufficientes. 


Hucuſque Summam quamlibet deſignavimus per 8, ejuſque Termi- 
nos per T, T., I“, &c. At in ſequentibus etiam deſignabimus Series 


vel Summas, per S2, S3, S4, &c. earumque Terminos per T2, =” 
27 


| 5 
48 Summatio Serierum. 
T'2, &c, | T3, T3, T3, &c. & lic porro: adeo ut fit 


S2=T2+ T2 +T'2+ &c. 

S3 =T3 + T'3 + T"3 + &c. 

S4 = T4 + T'4 + T"4 + &c. 
&c. 


Et ficut in Serie S, Summæ ſucceſſivæ deſignantur per 8, 8“, &c. ita 
in Serie S2, denotabuntur per S'2, 8“2, &c. atque in Serie Sz per 
83, S'3, &c. Et ſic in ceteris. Hanc autem notationem introducere 
coactus ſum, propterea quod Summæ & Termini diverſarum Serierum 
ſimul conſiderandæ veniunt in eadem Zquatione, 


ProposITIo IX. 


Data relatione inter duas Summas in diwerſis Seriebus, 


S AEquatione ad Terminos in alterutra ; moenire A- 
guationem ad Terminos in altera. 


Problema ſolvitur progrediendo ex relatione variabilium præſente ad 


ſuccedentem, ut exinde eliminentur Summæ; id quod Exemplis pa- 


tebit. 
Ex EMPLUM I. 


Sint 8 & $2 duæ Summæ in diverſis Seriebus, earumque relatio 


)j% SINN 2 2 — m 2— 6 ; 
$ === Pr T Saz; ſit vero 1“ — x- Er T- relatio 


E 
Terminorum Seriei S: atque ex hiſce datis opporteat eruere Æquationem 


| . 225 T. . 1+} .B—/0 | | . 
ad Terminos Seriei S2. In Zquatione S= e n n ex 
hibente relationem Summarum, ſubſtitue valores variabilium conſequen- 
tes pro antecedentibus, hoc eſt, S' ſive S - T pto S; S'2, five 82 
T2 pro $2; T' pro T, & z--1 pro z; atque habebis S—T = 


ST T'-+S2 Wc yo que ablata de priore relinquit Æquationem 


m1. 2— m I. 41-1 


liberatam a Summis, ſcilicet T= === IT — -E I. 


TP —_ mii, . „ - 
123 unde eſt 12.5 FE s T m. n I Wen 
| | ubſti- 


ES A ES I SO ney, 


F 9 
I 
2 
1 
LY 
2 
3 
# 


Summato ene 49 


2 "Ta b 


ſubſtitue pro T valorem proprium 
Mm —n+1 


tinebis T2 = 2 F. Z f T. In hoc inſuper valore ſeribe valo- 


res indeterminatarum ſuccedentes T'2, T', & * pro præ ſentibus Ta, 
N. -u 


II orietur T'2 = N JE z ubi pro J“ rurſus 


ſubſtituendo fi lorem, emergit Tü . 
u tuen o ſuum valorem, g = ml, IPI ZP. — 


2.7 2— 77 | . mW T. . +1 I. X- -. 2— 2 2 
LI — — — 4 K T'2. Z#- 


Z — an rodit T =* n. n.1 ＋-1.2—1.—2 


FR . R N. ee 
quatio autem prius inventa T2 = T. 2.2 — PCI F. d- 


mn -I. 2. 3 | | ; 
=: 5 T2, Aquentur jam ſibi invicem duo valores-Termi-- 


ni T, & incides in Aiquationem 12 2 ee 5 T2, quæ 


exprimit relationem Terminorum Seriei S2, Q. E. I, 


ExEMPLUM II. 


Sit jam relatio inter Summas S 5 —— T- S2, & 2 T3 TX 


z+1 ZEquatio ad Seriem S. In Equation 1 Summas ſcribe valores 


variabilium ſucceſſivos, & habebitur 8S — T 8 * 2 T 8 


4 42 
; S „ 
Ta: quam de priore auferens habebis T = 4 I Tn 
42-7 — 


42 = T2; ex qua comperies 12 = * 1 27 * 


0 1“. Cæterum per Æquationem ad Seriem 8, eſt 371! =— 


r quo {cripto, prodit T2 = =+7 * 285 XL + TX EH x 


I T, vel T2 = T x 3 2 _ " 
0 


n 
2 
<a 


Summatio Serierum. 


ſus progrediendo ad valores indeterminatarum ſuccedentes, habebitur 
. ee 
T 2=S—7 T X 75 N 22 vel ſubſtituendo — = zFl T 


' prozT', T'2 E d 2 FE T. | unde, T = 
2. T. EJ 2444» .2z+5. T'2; atque per valorem ipſius T2 eſt idem 


T = — T* TI X 7 X2z+; T2; quibus duobus valoribus inter ſe 


æquatis, obtinebitur 22 P22 x T 2 + 22-2 x ＋- Xx 3T'2=0. E- 
quatio utique ad Terminos Serici S. Et in aliis caſibus ſimiliter pro- 
cedendum eſt, | 
SCHOLION, 
Per hanc Propoſitionem Series inane inter ſe comparari poſſunt. 
Nam ZEquatio exhibens relationem inter Summas S & Sa, dabit unam 
ex data altera: & Termini ipſarum S & Sa, dabuntur ex ſuis Aquati- 


onibus, quarum una aſſumitur, altera vero ex ea aſſumpta eruitur: ut 
in Exemplis hujus Propoſitionis. Ut fi relatio Summarum ſit S = 


— T S2, & Zquatio ad Seriem 8, T_T T; inve- 
5-7 —22. 
nies T2 = , & T'2 === . T2 Æquationem ad Seriem S2. 


Sint jam 2, 3, 4, 5, &c. valores ſucce dentes indeterminate 23 & uſur- 
pando unitatem pro T4 invenies | 


=1+— +7 ++ 5; — + — Lee. 
82 5 in 1+ + B+ ies 425 + &. 


In priore Denominatores 4 quadrata numerorum naturalium, & in 
poſteriore 4c a numerorum Triangularium. Relatio autem Inter 


" 22 
Series S = "T4 82, ſeribendo 2 pro 2, & unitatem Lore. T, da- 


bit 82 8 & 3 ins, erit 85 —12= i = 1+ 7+ 


1 


8 
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I I I 1 9 F 
— = _ + 722 ＋ &c. Et ſimiliter cum Serie in qua Denominatores 


ſunt quadrata numerorum naturalium comparari poſſunt eæ ubi Deno- 
minatores ſunt quadrata Pyramidalium, Triangulo-Triangularium, &. 
Atque in genere poſſunt comparari omnes Series quæ definiuntur Æ- 
quationibus ſequentibus 

1 z22＋-4 Er. T. e . 2 1˙ 22-4 T. &c. 

5 z +6, T "IP TT I. LTI — z+b+2.3þ- +2 

Ubi numerator manet idem, Denominatores autem formantur ſcriben- 
do continue 2-1 pro 2. 


8 . 


Invenire bn Seriet quam proxime, que definitur A- 
quatione hujus forme 


1 KC = Tc. r D TIE TIT 


Casus I. 
„ 2— n 
Primo fit r=1, & fingamus Zquationem ad Seriem eſſe T'=—— X 


"rr Ponamus eſſe S = . T quam proxime, vel S = 


2 — 


= T + $2 accurate: & 8 ad valores indeterminatarum 

Ko. ly erit S = => —_— T'-+S2 — T2; harum Ægquatio- 
T , 

num differentia dabit T = 25 6 0 — .. * * T2; unde 


 T2a= SN: Pro # 85 ſubſtitue ſuum valorem 


— . Zell = 
—— 


Aer. qui reductus ad communem Eo dat 


— 2 


* . T, atque proveniet T2 = 


122 


Summatio Serierum. 


dig. 1 ＋ * AN 8 — m 
ie NETS 


2+? 


Jam quo minor eſt Summa S2, eo proprius quantitas he rh accedet ad 


valorem ipſius 8; & eo minor erit Sa, quo minor eſt Terminus ejus 
primus T2 : is vero evadet minimus ubi variabilis z eſt minimarum 
dimenſionum in Numeratore ejus valoris; nam hic z magna ſupponi- 
tur: ponantur ergo Coefficientes dignitatum z* & 2 nihilo lo zquales, & 


habebuntur duæ Æquationes q—m =o, atque AK - -N 
Ei o, ad determinandum duas quantitates P, J. Pri- 


ma dat = mn, ex qui & ſecunda eruitur p=— = Unde erit 


3 2. | _ m4. St 
Ta- geque fere S m EI —z ALE. L 
Et eadem prorſus ratione invenietur approximatio, ubi Æquatio ad 


Seriem eft T'= EET, vel. magis compoſita; ſed Coefficien- 


tes poſt 5, & d in hoc computo non ingrediuntur. 
| | CAs us II. 
Sit jam Zquatio T TTL ＋rT'xX Tei o, exiſtente 


r numero quolibet, 'excepti unitate, Finge S x 2 25 * ＋ 82; 


dein ſcribe valores variabilium poſteriores pro prioribus, & emerget 


S = FTS Dx ee 1 ＋82— Ta, _ow. ablata de priore relinquit 


T SN PET 22 T'-E T2: hæc Æquatio dabit 


T2 22 N Tex r ſed per Equstionem 


1.22 
ad Seriem 8, eſt T' === 5 DET = 3 quo ſerigto pro T. prodis 


— - | 3228 
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T IR 2 1 > 3 „ Si hujus valo- 


2-73 XE“ 222+ 

ris membra reducantur ad communem Denominatorem, & ponantur 
Coefficientes trium altiſſimarum dignitatum ipſius z æquales nihil; - 
quatio prima dabit v e =7, ſecunda n X r+1i C, tert ia de- 
nique cC—aX2n-ti + d—b=m=2X C ＋ 88 : & he tres 

: | r 54 — 
Egquationes dant p = Ap PRC 7 = 
Dantur itaque Quantitates.aſſumptz p, n, & u; atque exinde etiam 

2+m 
Quantitas PX 22 quæ proxime æqualis eſt Seriei S. Q. E. I. 
PROPOSIT IO. XI. 


* p HED . — Wo! 2 Equalio exbibens n 


nem Es Serter S, pou? 


3 _m+2 e 
Lg m5 XZ * ng — 5 
„ 
T5 x XCR 
„e. A., n—uT5 
re een. Hr, 


OTE COOL ly 
Eritque S E T + 


2. = | 
2 ＋2 72 ＋ 
. 22 = 
rs TIP 
L. Z=p O04. +3 
mE. m 4-7 14 ＋ 
2. . 
Ts 75 ＋ 
© 


2 
— 


54 CSummatio Serierum. 


* e EEe 1 1 
Per Propoſitionem præcedentem quantitas 22 T proxime er- 


ane eee 


qualis eſt Seriei S. Sit ergo 8 = 2 T +S2 accurate, & in- 


Mn 


ies T 5 * T, atque T'2 Y X 
wenne Ta N TNZ NZA 9 er 


1 9 N . of * . . : 4 d - 
Zandt T2 EÆquationem ad Terminos Seriei S2: ex qua data, pe 


— 


—— 
* | f c . 4 . m + 3.2 +2. — 21 ti 
Propoſitionem priorem eruitur quantitas — 5 ESI T2. 


proxime æqualis Seriei 82. Dein — 82 == r T2 


PA ==Yy//4 2— 1 


TA PZN 1 +3 73 Ægquatio ad Terminos Seriei 83: unde 


comperies quantitatem TELLS 7 T3 proxime æqualem Se- 


riei Sz. Et fic porro proceditur. Igitur primus Terminus in valore 
Ipſius S proxime æquatur ipſi S; atque Terminus ſecundus proxime 
æquatur ipſi S2; tertius vero proxime æquatur ipſi 83; & ita in reli- 
quis: hoc eſt, Terminus primus proxime #qualis eſt Seriei cujus valor 
quæritur; ſeeundus proxime æqualis eft defectui primi Termini a vero; 
tertius proxime æqualis eſt defectui duorum primorum a vero; quartus 
1 æqualis eſt defectui trium primorum a vero; & fic deinceps. 
gitur valor Summæ 8 eſt verus & celerrime convergens. Q. E. D. 


Corollarium. Abrumpet valor Seriei S hic exhibitus, ubi » vel 1 — 
1 I eſt nihil aut numerus integer & negativus: atque in aliis caſibus 
abibit in infinitum ad veritatem quam celerrime accelerans præterquam 
ubi, propter u nihil aut negativam, valor Seriei eſt infinite magnus. 


Ex EMTUM I. 
| 2 . £5 x 8 | 
Queratur valor Seriei 1 3 T5 =_ Tt &c. qua- 


1 f 
T, exiſten- 
2 2 


tibus 


tio definiens relationem Terminorum eſt T'= 


Summatio Serierum. = 55 


tibus 2, 3, 4, 5, &c. valoribus indeterminatæ z. Hæc autem collata 

cum quatione in Theoremate dat m=1, 1 i; quibus ſcriptis 

prodeunt N 
ES 8T2 „„ 

T2 . 23a g. 142 n 12 7. &c. 


2 


Et S === 14 * 4. T4 Ta. T; 


Collige jam decem Terminos initiales, eorumque aggregatum reperies 
1.3497. 6773. 1166. 5406.9. Tum pro z ſcribe ejus valorem decimum 


5 pa > 1 | I : 
primum, five 12; & Terminum decimum primum 7 T; atque 


per computum invenies 


T 2.008 2.6446. 2809. 9173.53 0950. 4132.23 14.0495. 8 
T2 = -- - 2869.6051.4233.24 1.2434.9556.1677.4 
TY — - - = -.22.0398.8277.97 65.6556.6000.1 
48 == - « = 211$,9503.62 7128,5928.3 
\ T5 =- - - - > - 63-3652:70 123.2102. 5 
1 1 2.9690. o 
IJ 383.96 | 920.9 
T8=--- - - - 23.78 34-9 
JJ - -- - > HI 1.5 


88 095 1.663.560 7.68 37.4 


Ex hoc computo habemus S . 951.6633. 568 1.6857. 4, quæ adjecta 
aggregato initialium, exhibet 1.6449. 3 406.6848. 2264.3 pro valore Se- 
riei propoſitæ. 7 


ExeMeLum II. 
| 5 3-3 5-5 1 77 9:9 EA Ges 
Summanda ſit Series * A BTE Der E Kc: 
Equatio eandem denotans eſt T' = 2 T, uti patebit ſcri- 
| 8 i 
bendo valores 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro 2. Aquatio autem in 


| | I T | 
Theoremate collata cum hac, dat n, „, adeoque 


122 


: : ; I 
ſunt valores indeterminate z. Et erit n , N= 


56 Summatio Serierum. 


. R | ear. © 
7 7.21 SETS — Ta, TA = rrnfinzr;. 3 


&c. 


| WE I 3.4 22, 8 
Et S Tr — — Ta Ff Occ. 


Per additionem reperies Summam decem Terminorum initialium eſſe 
1.3916.94645943.2880.5; dein ut eruatur Summa reliquorum {ſcribe 


11 pro 2, & Terminum decimum primum pro T, & habebis 


T =.0083.9003.5809.6168.15 1789. 9383. 0605.1587.3 
T2= 2210.8921.7044.71 1.0738.6191.4274.3 
13 = 15.1604.0349.56 45.9406.1665.3 
T4= 1963.2742.16 | 4570.9051.0 
15 = 38.8835.92 | 76.0818.3 
T6 = „w = Re 1.8104.4. 
T7 = 358.18 562.5 
18 2 14.77 21.5 
19 71 1D . 


=.1791.0168.0851.6085.6 
Addatur nunc S aggregato initialium, & prodibit 
1.5707.9632.6794.8966.1 pro valore Seriei, id eſt, pro ſemiperiferia 
Circuli, cujus Diameter eſt unitas. | 


ExEMPLUM III. 


Proponatur j jam Series . 2 Tur JE 525 +BY Pe. 


1 
; quæ definitur Æquatione T'===x ET, in qua 7, 2, 3, 4, &c. 


; & propterea 


+ ] 


18 22 | — PDE 
T2 = . A3 . T3 Iz, TA SATZ FTI T3, 


&c. 


—— . 5 
Et Sn—— 4 —— T2. 515 TZ + &c. 


Colligo 
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Calligo jam novem Terminos initiales, quorum Summa prodit 


.5055,.0041.4718.3195.8, & ſcribens 10 pro z, decimum vero Termi- 
num pro T, habeo 


L = oo 5565. 5924-4791.67 .0935-2789.9848.0902.9 
T2= 921.0387.4505.41 4160. 5406. 2053. 
T3 © 6.8760. 0068. 48 "9. yu 2893-3 
14 995.8857. 00 218.778. 9 
12 22.099 1.75 40.98 26.8 
T6 = 6653.41 EE I.0937.5 
27 252.54. 379.0 
T8= 11.51 16.1 
19 „ 8 

8 . 935. 5970,2549.7765 


38 denique initialium addita ipſi S, conficit .5990.7011.7367.7961.1 
pro valore Seriei, id eſt, pro Ordinata Curve Elaſtice. Et hunc 
numerum Jacobus Bernoullin recte invenit contineri intra limites .5983 
& . 6004. 


SF 
Kii ben IV. 
Proponatur Series I 44s AT 5 7558 c＋ = 7-13 D+= B-b-&: 


quæ definitur Equations 1 == XIE ＋ Ar. exiſtentibus 1, 2, 3 4s 


I 
&c. valoribus indeterminate fuccedentibus Eſt vero — = 


& proinde . 
| wo: © of 5.3.11 
12 2 N T- I. 1 7 2 10. 2 = T2, T4= I 18,22 $4259 T3, 


| 8 
Et Be 27 1er. 1 rz +=Er, + Ems the 


Sada novem Terminorum initialium eſt 1.2157.0599.7306.1360.6. 
Et ut habeatur Summa reliquorum, pone 10 pro z, & decimum Ter- 
minum 1 pro T, ac per computum obtinebis 


2 1 


38 FSummatio Serierum. 


T S. oog. 1271. 8406.8 834.46 952. 4164. 9730. 854.7 
T2 = - - - 1833.9213.6837.20 5 8069.2 540.2083. 
T3= ———15.5606.4494˙38 43˙2237.3595.5 
T4= - - - - - 2425.8219.16. | 52248472. 0 
TS - - - - 36.8742.44 | 103.7118.6 
T --+- = - - 1.7922.51 | | 2.9017.4. 
T7 707.95 | „ 
TS 33.45 | ; 46.1 
199 1833 3 


8 953.2277. 9839.923 8.1 


1.3110. 2877.7 146.0998. pro valore Seriei, id eſt, pro longitudine 
Curvæ Elaſticæ, modo in lineam rectam extenſa foret. Hunc autem 
numerum determina vit Bernoullius conſiſtere inter limites 1.308 & 1.315. 
Quod ſi longitudini Elaſticæ adjiciatur ſua Ordinata, habebitur nume- 
rus 1.9100:9889.4513.8559.8 qui eſt ſemiperiferia Ellipſeos habentis. 
1 & Va pro Axibus. Et hæc Exempla ſufficiant ; haud enim immo- 
ror Seriebus quæ per hanc Propoſitionem ſummari poſlint accurate. 


Adjiciatur jam S aggregato initialium, & obtinebis 


de HoLTI OR. 
Hoc Theorema nullo fere negotio exhibet Areas Curvarum binomi- 
| a 2 F . . fa 98 8 * PETS 
alium quarum Ordinatz continentur ſub forma x x f, in unico 
T1 . 3 e . . 
tamen caſu, ſcilicet ubi eſt e- =o, ſive x oF z hoc eſt in eo 


caſu in quo Series pro Area convergit lentiſſime. Sed: ubi Are non 
producendz ſunt ultra octo aut novem figuras, ſufficit quærere Sum- 
mam quatuor Terminorum initialium, nam 8 dabit eam reliquorum ex- 
iguo labore; imo fi nulli Termini initiales colligantur, ſed inchoetur 
tranſmutatio ad primum Terminum, valor ipſius S approximabit ad 
valorem totius Seriei ſat celeriter. Series autem in Theoremate, red- 
ditur, generalior, atque extenditur ad caſus qui ad Quadraturas non at- 
tin | Sit E. 80 "= a 
nent, ut ſequitur. Sit ZEquatio ad Seriem T. — nz „T, & 


1 
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Ry - | T maar 


42. T2 = r * 22 
"Yr nn | T2 mb -U zx PT 
* 12 N LET. S- CT on Pf“ I 
EYED 1-2 —＋-4 ne- -N N 
e re E 
5 I -3A＋ Y a 1 — 
gk one nl-6 ? 5 X Ts. Lz Tg 
3 - n Au te 6 s ED „SCT 
A8 — 22 5 T6=,7-X 27 2+rÞ-4n-b16? 
e, &c. 
Eritque S = Ny | 
— 2 BY ER 122 2d nl ö 
e T2 SE 8 i 7 T4+ 5 T5 
* 8-7 : 
ExXEMPLy 


'Proponatur Series + -= 14 ＋ 40 34. 22 Cg. 9.75 DF 2 2 


quæ definiur Equation 2 = - 2 T, exiſtentibus — my „. 


„Kc. valoribus Abſciſſe 2 ſucceſſi vis. Hzc Zquatio comparari ne- 


. Zumne}}þ TI - . „ | 
quit cum l => — T, ei ſcilicet in Propoſitione; in qua 


utique ſunt duo * 2-2, & 2— .- E f unitate differentes, quorum 
alter eſt in Numeratore, alter in Denominatore: quum tamen in Æquati- 
one propoſitam Seriem definiente differentiæ factorum in Numeratore & 


Denominatore ſint = 7 & 2. Igitur multiplico factores in ſe, & pro- 
at 1 iN T- & pergo ad Equationem in Scholio; quam 


: \ 
cum altera comparans, habeo m So, „2, & r = & hiſce ſcrip- 


tis oriuntur. 


60 Summatio Serierum. 
a= = T2="7 X mint; T. 
b=2, T3=2 x ri =, 
8 54 LP 45 pro nn SE E: 
=" 755 NN r. 
„ re- ers. 
&c. Fo &c. 
Ec S = 14A T2 += 13 . 144 Ec. 


Quære jam aggregatum ſex Terminorum initialium, idemque prodibit 
ere Tum ſubſtitue ſeptimum Terminum pro T, & 


valorem ſeptimum - prozz & per calculum invenies 


T =.0036.3492.9656.98 258.9887. 3 806. o 
T2 = 1825.5785.11 | 7 5210.5053.3 
13 29.7 13 1.92 59.6739.9 
14 8425.52 1.3879. 7 
T5 = 339-39 1 4591.0 
16 = 17. 50 | 3 2323.1 
S=.0259.5158.,9994-3 


Inventa hoc modo 8, eadem addatur Summæ initialium & prodibit 

6366. 1977. 2367.3 pro valore Seriei propoſitæ. Si vero unitas divida- 
tur per hunc numerum, quotus dabit Aream Circuli. Et eadem rati- 
one tranſmutantur Series quæ definiuntur Æquatione hujuſmodi T'= 


zZ Taz A- ＋-c 


7558 T. vel etiam generaliori. Et notandum eſt Aqua- 


1 ; zZ Em : BY 
tionem in Scholio T== TT; T, non ad pauciores caſus ideo ex- 


tendi quod in Numeratore deſit membrum in quo eſt unius dimenſio- 

nis: illud enim ſemper tolli poteſt mutando principium Abſciſſæ, eo- 

que pacto Theorema redditur ſimplicius. 
PRO o- 


\ 
? 
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PROPOS1T 10 XII. 


Oporteat rranſinutare Seriem definitam AEquatione "= 
jus forme 


| TX a= +2 =o brT x oa de e o. 


in alam celerrime convergentem. 


52—4 
Aſſume MEE ——.— = n=m- = = atque per Propoſi- 
＋ 


tionem decimam erit 1 Er Sx proxime æqualis Seriei. Sit itaque . 


quantitas in primus Terminus Seriei tranſmutatæ: & ad inveniendum 
ſecundom. ponatur SAE +S2; deinde per Propoſitio- 


nem nora queratur 7Equatio ad Terminos Scrieit S2; & ex illa elici- 


atur quantitas proxirae 2:quulis Seriei S2, eodem prorſus modo ac ap- 
proximatio ad Seriem S prius in venta fuit; & quantitas illa erit ſe- 
cundus Terminus Scrici tranſmutatæ: ac progrediendo ſuper hiſce ve- 
ſtiglis, invenire e licet Terminos ſequentes tot quot volueris. EI. 


Fx E M p . tr L 


gal "Mi 
— = 3 9. rg 7 243. 
&c. quam adhibuit Halleius in A Relatio Termino- 
rum AI Zquatione zT +3T'z+i=0, in qua valores ipſius 2 


2. LL e. 


2? 2 9 


Tan ſit Series * 12 in 1 — 75 + 


ſunt = Comparando autem hanc cum Fquatione i in 


Problemate, erit r SA '8=0, J=6, ce 1, 401 & inde mz" 


1==; quibus ſeriptis habebitur ur 7 2 => 2 T pro primo T ermino 


Seriei gens: 
Finge S= - 1 T -+S2, tum ſcribendo valores variabilium ſuc- 


W cedentes 
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cedentes pro nee, proveniet S—T = — 2 OX = RB 
| T2, quarum Equationum differentia dabit rx EET. L 

2 EZ. „ rer 

2258 7 + T2, & exinde Tz=-: > * 2 + N ET Sed 


per Æquationem ad Seriem el 15 T XI quo ſubſtituto, 


1 I 3 3 8 f 5 
obtinebis T2 2 — * 22 TX HN T. In quo valore ſcri- 


32 e variabiles poſteriores pro prioribus, Wy" T'2 = 


—5 * Nx e r vel n — TX Aro 


T., eveniet T'2 =+7F x 55 EN 775 Hr, ; per hunc 
valojtem ipſius T2, et, I= — X X X LAX TAF T2: Et 


per valorem ipſius T2 antea repertum eſt T=—FX TI X 222 & 
2z+3 T2. Denique æquando hoſce duos valores, Termini T, prodibit 


22-þ-—z * T2+3T'2 x 22+ =2-5 =o, Equatio utique ad Termi- 


nos Seriei S2; quæ collata cum illa in Propoſitione dat r=3, a= 
0 | 
£ b=0, K. d 53 hinc fit m==3, 1 = 23 & proinde erit 


* 24 


X= 22 Ta proxime zqualis Seriei 82 3 adeoque wan ſecundus 


Serici tranſmutatæ. 
Ad inveniendum tertium aſſumatur 8285 4 . T2 I S3, & in- 


de per methodum Differentialem erit S2—T2= n 2-4 'T'2 ＋/ 83 


—T'3, qua de priore ſubducta, manet 124 * 5 T2 2x _ T 


+ T3, ex qua oritur T3 = == RIES 12 T T'2, Sed per 


Aqua- 
3 
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Ty r 2 2-1 
Zquationem ad Seriem S2, eſt T'2 =—_ * I * re 3 quo 
1 ; 
ſubſtituto in valore ipſius T3, provenit T3 = — 5 X 2X 


r ubi ſcribendo valores variabilium e pro antece- 


dentibus, orietur T3 = — - = 2 5 * _ 15 1˙23 vel ſub- 
3 pro T'2 ſuum 8 erit 2 - X 25 * — 


x e e 2 vg T2, Per Per valores Terminorum T3, & T'3, 


fi eliminetur Ta, reſultabit 22+ > —zT3-+3T'3 x22 Eafry=0, 


quæ eſt ÆEquatio ad Terminos Seriei Sg; eaque comparata cum illa in 


I I 2 
Theoremate exhibet a=, b==0, ==, dq = 14; adeoque m= 


1 42-21 
==; t T3 erit oximatio ad Seriem S3,. 
7 & prop erea > x 3 erit approximati eriem Sg. 


ſive Terminus tertius Serial RI 


1 — 3 4x21 
Et ſimili proceſſu, ponendo Sz = ＋ * 4 E 73 ＋ 84, invenies 


11 
ee 


= x5; nat; Atque eadem omnino ratione Series 


tranſmutata ad libitum producetur. Sed jam Terminorum progreſſio 
apparet, exiſtentibus 


W SI 


3 
5 * 2 = 2 


f I 
Terminum 8 eſſe L exiſtente Daa 


133 n hes = 22 


FE 1 


e 1 r 
&c. 
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AS En irs ir + HE TE ra- vc. 


ee: 


4 decem Terminorum initialium eſt 
3. _ 5. 9051.0938.0800.9964.2 3 & decimus primus lubſtitutus pro T, 


— 


2 — ; Pro z, dant | | 
| I A = ,0000.0279.3565.0014.14347.8 


ST == I72.5274.8297.5 
+T3 = 1474-59387 
a+ T4 = FF 3.8136.0 
＋ T5; = 192.2 
—— ID:= - 1.5 
+0000. LE 2791.3363. 1147.3 .0000.0000.0139.7472.6106.4 
1244.1885.8 1 | 3115.2 
| 25 Rl 1.4 
＋ :0000.0214. 2791. 4607. 3205. 0 —= .0000.0000, 0139.7475.9323.0 


Subduc jam Summam negativorum ab ea affirmativorum, & proveniet 
.0000.0214.2651,7131.3882.0, quæ addita aggregato initialium exhiber 
3.1415.9265.3589.7932.3846.2 pro valore Seriei propoſitæ. Et hi ſex 
Termini Seriei tranſmutatæ tantundem efficiunt ac trigintaduo Seriei 
ſimplicis. Sed horum Theorematum uſus latius patet in Seriebus lentiſ- 
ſime eon vergentibus, ad quarum utique valores pervenire non licet per 
meram * Terminorum. 


Ex EM LUN IL 


. | 
Tranſmutanda fit Series — 9 — oF = —|- &c. cujus 3 


ZEquatio eſt 22 7 ＋ 2 ee So, ek „. &c. 
valoribus ipſius z ordine ſuccedentibus. Hic exit #=0, S, Da, 


d=1, r=1; unde n I, A o, & propterea 5 T eſt pri- 
mus Terminus Seriei tranſmutatæ. 


Ut eruatur ſecundus, finge 82 


5 * metho- 


* 7. ＋s2 — Taz; ; que 


deducta 


dum Differentialem prodibit S— T'= ==X _ 


Summatio Serierum. 65 


deducta de priore relinquit T==x = —7 22 T'+T 2; ex 


qua invenietur 1 Is — 2 += x T.: fed Zquatio ad Seri- 
em S dat T'= == quo ſubſtituto, proveniet T2 = — 2 
= Scribe jam valores variabilium conſequentes pro antecedentibus, & orietur 
22 —— Nd vel rurſus ponendo to 1“ ſaum valorem , 
T'2 == X = X — T. Per valores n T2 & T'2, ex- 


f 5 1 | 
termina T, & habebis 2* +27 x T2 T + —2*-152*J-142-4 x 
T'2, quz eſt Zquatio ad Terminos Seriei S2: eaque collata cum illa 

23 


Mo . 3 | | 
in Propoſitione, dat a= 25 o = 5 1 = 15, =I; & pro- 


Xt | I 2 Wy 
inde n =, 1 ; quapropter eſt == T2 valor Serie! S2 quam- 


proxime, ſi ve Terminus ſecundus Seriei tranſmutatæ. Atque ſuper 
hiſce veſtigiis progrediendo ut in Exemplo ſuperiore, invenies 


To =— "2 Aa ' 3 T3 i * 2 


1 
7 
* 


2 1 8 2. 2 | 2 | 
Ac S T+; 25 T2 +25 ra FLAT. Tac. 


Vel ob faciliorem computum, pone 


0 4 


EIS Ir Eo 8B „„ = 
A=T, =p 2 D E= N &c, 


: oo ne mn DR 
Eritque S= > in A -B TAN Cat; D-:zF5E — &c. 


Summa decem-Terminorum Seriei ſummandæ ſub. propriis ſignis eſt 
$179.6217.3610.9851.3. Tum ut habeatur Summa reliquorum ſubſti- 
fr FE 441 N 1 22 * i ? ak : ; 5 — 2 

tue Terminum decimum primum, hoc eſt, — pro T, & pro 2 va- 


| ” LAL 
lorem ſuum reſpectivum, ſcilicet 11; ac habebis A 
7 I 8 
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. a+: 22. 
AHR B= el. Af 1.73 B. P14. 14 © Rec. 
Et S == in 6A—7B+8C—9D-10E—&c. 
oa autem ſic ſe habet 
A = .0082.6446.2809.9173.5 


B = 478.2675.2372.2 
C= 1.7415.2944-5 
pD== 171.3604.0 
4 — | 3-2495-0 
= 991.7 
(x = 43.6 
2 2 
F== 2 
| | = Deinde | | 
495. 8677.68 99. 5041. oO. 3347.8 726.6605. 4 
13.93 22.3556. 0 1542. 243 6.0 
32.4950. o | 1,0908.7 
25 33.8 
— | — .0000. 00.3348. 0296. 9983 9 


= 


+ 0495. 8691 6214-4073. 0 


Differentia harum Summarum diviſa per 11, dat S 

045.048. 78 13.1280. 8, quæ adjecta aggregato decem initialium, con- 
ficit . 8224. 670g. 3424. 1132.1 pro valore Seriei. Quumque hic nume- 
rus dimidium fit illius in Exemplo primo Propoſitionis decimæ re- 
perti; concludendum eſt e computum recte inſtitutum fuiſſe. 


Etenim Series I —>+7 — = + &c. ubi Termini ſunt alcernatiin 


negativi & affirmativi, dimidium eſt hujus 1 +; Fs += + bc, i in 
qua omnes ſunt ejuſdem ſigni. 


ExEMPIVUM III. 


| 5 . 1 | 3 
Proponatur Series 3 Ten To rt &c. oy definicur 
#quatione z TAI T. o, in qua valores Abſciſſæ ſunt > 2 

- 
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— — &e. Et ineundo computum juxta hane Propoſitionem, deve- 


nietur ad regulam ſequentem, Pone A=T, deinde 


8 1 
B 2 3 * , 
1 2 
c =*. 
D — 2 


2 Oy 49 
=> N 7 N 


&c. 
Eritque S 7 in TAE HRNL NN CD 


Summa duodecem Terminorum in Serie propoſita eſt 


7646. 0069. 148 1. 83 29.5, atque Terminus decimus tertius 2 & 


2 = — quibus ſcriptis, habemus A Ag 


925 1. I. 1 A. B 24.343 . C, E 47-7 D, &c. 


e LION 16.33-33 
ac 225 in 13 A — 153 B17 C- 19 DT 21 E- &c. 


A = .0400.0000.0000.0000.0 


* 422.0744. 9614.9 
£7 == 6452.0422.0 
D 33.57 25.4 
E = 3776.5 
F = 73.4 
6 1 
12 I 
.5200,0000.0000.0000.0 -0000.6331.1174.4223.5 
10. 9694.9174. o 637.8782. 6 
| 7-9300.5 | 1688.2 
| 55-0 | | 2.7 
T. 5 200. 0010. 9702. 5835.5 . 000. 633 1. 18 12. 4697.0 


Dein 
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Dein dividendo differentiam Summarum per 25, prodit S == | 
0207. 9747. 191.6153. 5, que una cum aggregato initialium conficit 

7853.98 16.3397.4483. Pro valore Seriei ſummandæ. | 


 SCHOLION.. 


Sicut una Æquatio definit Series numero infinitas, ita una Tranſ- 
mutatio inſervit Seriebus numero. infinitis: Et unumquodque Exem- 
plum pro Theoremate eſt habendum; fic Tranſmutatio in ultimo Exem- 
plo inſervit Seriei generali F 


1 J I 3 1 
m En * un mA 46 

Obſervandum eſt legem continuandi Series per hanc Propoſitionem 
tranſmutatas, non ſemper ſe prodere ut in Exemplis quæ hic elegi: 
hoc vero neutiquam incommodabit opus. Nam poftquam colliguntur 
ſex circiter Termini Seriei ſummandæ, tres vel quatuor Seriei tranſmu- 
tatæ dabunt quæſitum ſatis accurate pro uſibus quibufcunque; in praxi 
enim raro opus eſt continuare computum ultra novem aut decem figuras. 
Atque eodem res redit, five Termini Seriei tranſmutande ſint iiſdem 
vel contrariis ſignis affecti, ſive ſint vel non ſint aſſignabiles. Labor 
enim ſemper erit levis, præterquam ubi in Equatione ad Seriem, quan- 
titas .7 eſt negativa & ſimul proxime æqualis unitati; ut fi fit r= 


= =, vel , compuruserit aborioſus. Sed hoſce caſus facile 
evitabit Analyſta peritus, quibus igitur remedium proferre non eſt ope- 


re pretium. 


Adjungerem quoque nonnulla de Seriebus hujuſmodi 
n 


7 
4 


—— 


1 


Ubi Termini in infinitum producti non habent datam rationem ad ſe in- 
vicem, ut in Seriebus de quibus hactenus egimus, ſed antecedentes ſunt 
infinire majores conſequentibus. Hz exhibent Numerum ex date Lo- 
garithmo, vel Sinum ex dato Arcu, & ſunt ſui generis ſimpliciſſimæ. 
Franffourar poſſunt per principia in ſuperioribus poſita; cæterum res 
commodius abſolvitur abſque Tranſmutationibus. Ut in Serie x 


ae 81. — . 3 a . 
— — 3 : — 4 N 1 1 5 — 2 
2 TE - 2 * ＋ &c. quæ exhibet Numerum ex dato Loga 

120 ; : | rithmo 


— 
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rithmo x, fi eſſet x = 12.3785, rejicerem Characteriſticam 12, & quæ- 
rerem Numerum Logarithmi .3785 qui prodiret in Serie celeriter con- 
vergente ob Logarithmum jam unitate minorem; quo dato non lateret 
Numerus Logarithmi 12.3785. Et eodem res redit five Logarithmus 
ſit Tabularis five Hyperbolicus. | 

Et ſimiliter in quærendo Sinum ex dato Arcu, fi idem major ſit Qua- 
drante, ſubducatur ex Semicirculo, & manebit Arcus Quadrante minor 
eundem habens Sinum ac prior, utique ejus ſupplementum ad Semicir- 
culum. Arcus autem minor Quadrante dabit ſuum Sinum in Serie ce- 
leriter convergente. | | 

Series que definiuntur Æquationibus quæ involvunt tres vel plures 
Terminos Seriei poſſunt ſummari accurate vel quamproxime ex Analyſi 
ſupra tradita: ſufficiat autem hujuſmodi compurationum jeciſſe funda- 
mentum & aperuiſſe viam aliis quibus eſt otium & animus hic de ma- 
teria plura ſcutari. Sed ne omnino neglecta videatur, dabimus Theo- 
rema generale ex principiis Moivrei, quod tam ad Summationem quam 
ad Tranſmutationem hujus generis Serierum extenditur. 


PropostTIo XIII 
In Seriebus ex Diviſione ortis, eadem eft relatio inter Ter- 


minos ac Summas ſucce ſſivas. 


21 20 024g 
Sit Fractio 22 , 


I+3%+8x*21x*+55x*+ & c. Tum Summæ ſucceſſive erunt 


uz in Seriem reſoluta eſt 


I 


TI = Har pbrtbrixtþggrt 1443+ Bec. 


TT = gx+8:*þ212%+55x% 144%" &c. 
_— 7 = | Brant þ564%þ144x%Þ+ Be, 
ERS = 210" pa FI OR 
— re 


. | x 


: . . y a Py 
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Et ſenſus Propoſitionis eſt quod ha Summæ eodem numero ſumptæ 
eandem ubique habent relationem ac Termini Seriei totidem numero 
ſumpti. Exempli gratii, in caſu præſente relatio inter tres quoſvis 
Terminos ordine ſuccedentes erit xx IT - 3* TCT“ So: atque ea 
de cauſa relatio inter tres Summas ſucceſſi vas erit etiam xx S — 3* 8. 
S“, Do, ut experienti patebit. Propoſitio vero fic demonſtratur. 
Sint , 5, t datæ quantitates, & aſſumatur Æquatio ad Summas S- 
8 ＋ s“ Do, dein ſubſtituendo valores variabilium ſuccedentes pro 
præſentibus, habebitur 18 58“ S“ So, quæ fubducta de priori, 
relinquit 7S —r7S'+5S'—5S"+:S"—:S'=0; in hic ſubſtitue T pro 
S—S, I' pro 8-8“, ac T“ pro 8-8“, & proveniet TT -- 
: T“ o. Et hæc eſt eadem relatio ac ea Summarum primo aſſump- 
ta. Et ſi plures vel pauciores ſint Summæ, eodem prorſus modo Pro- 
poſitio demonſtr abitur. | 


Corollarium. Hinc habemus methodum ſummandi haſce Series ex 
data relatione Terminorum; ut ſequentibus Exemplis fiet manifeſtum. 


ExXEMPLUM I. 

Detur ÆEquatio ad Terminos T4. 12 o, & per hanc Propoſitio- 
nem erit etiam eadem relatio Summarum, utique 18S, S o; pro 
S' ſubſtitue ſuum valorem 8 — T, & orietur 1858 -T S, un- 

8 | 
de fit S ==; T. e mor N 8 
m ino T. Ut ſi Series fit ai | 4 
10 ay eyes a7. 8 326 n- B05 | 
. 
eujus Equatio eſt 2 T— T go, erit r=2, 5 =—#3 quibus ſcriptis, 


12 — * . — ITT 
* 3 — T, vel G * * Subltitparur mer Ter 


ex dato ejus primo Ter 


— 


f | * 1 7 i L 
minus pr — Ter | | | 
inus pro T, & —＋ I erit Summa ejus & 2 fequentium uſque 
in infinĩtum. Sit T æqualis primo Termino nempe unitati, & habebi - 
Z ee E275 — | 
tur . pro valore totius Seriei. 
EEx Mrrux IL 


Ad eundem modum ſi Æquatio ad tres Terminos fit rT 5 T' + 
T. So, relatio Summarum-erit 7S+5S'+7S"=0; in qui ſcriben- 
> — 


I 


©] 
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doS—T pro 8, & S—T—T' pro S., emerget rS-+:S—s5T+ 
8 TT o, & exinde s adeoque datur 8 ex 
datis duobus Terminis. Sit Series ſummanda 


-F LS TCaIx -F EIAx-E N. 
in qui relatio Terminorum eſt xx IT 3x T T” =o, hinc eſt xx, 


| V : 
zx, /=1; quibus ſcriptis, hubebicur $= SE Subſti- 


tue jam primum Terminum pro T, & ſecundum pro T, & prodibit 
; == pro valore Seriei. | 
Similiter fi Zquatio ad Terminos fit 7 T +s T'+:T"+vT" =0, 


erit S=L EE. Et ſic deinceps en e eſt 


inter plures Terminos. 
Scholl ox. 


Notandum relationem Terminorum quæ variabilis eſt, eo propius 
accedere ad invariabilem, quo magis Permini recedunt ab initio, & 
tandem in diſtantia infinita evadere omnino invariabilem ut in Seriebus 
ex Diviſione ortis. Atque hanc appello u/timam relationem Termino- 
rum ad quam relatio eorum continue approximat, nunquam tamen 
per veniet accurate priuſquam Termini remoti fuerint infinito intervallo 
a principio. 1X : . =; 

Æquatio autem Differentialis definiens Seriem, rejiciendo dignitates 
Abſciſſæ omnes præter altiſſimam, & per hanc dividendo Aquario- 
nem reſiduam, dabit ultimam relationem Terminorum. Proponatur 
Equatio xx TX zz+3z = T'"Xzz—=5zTÞ:, rejice omnes dignitates Abſciſ- 
ſz infra quadratum, & manebit xx Tzz=T"zz, que divifa per 22, 
dabit xx TT. Et hæc eſt relatio ultima Terminorum. 

Ultima autem relatio, quum conſtans fit, ſuppeditat methodum ſum- 
mandi Series quamproxime, in quibus relatio Terminorum eſt varia- 
bilis. Si detur ÆEquatio quævis 7 T INN X L =0, 


ultima relatio Terminorum erit TT So, unde S= oy * 
quamproxime. Hzc quatio obtinet accurate quando Terminus. T 
infinite diſtat ab initio, & proxime quando diſtantia eſt notabiliter 


magna. Similiter ſi Equatio fit r T X +5 T'X Dr 
ieee ultima 
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ultima relatio erit 11 3 Tit T”=0, & 8 1 n 


r 


Adeoque colligendo aliquot Terminos initiales, priuſquam inchoatur 
computus, Summa reliquorum habebitur proxime per hanc methodum. 
Ex iiſdem fone fe etiam corrigere licet approximationem continue ut 
in Free quence. 15 


Poros 10 XIV. 


Omnis Series A+B+C4+D+E+&c. in qud ultima 
relatio Terminorum eft r T+sT+iT =o, Ve. 
mondo nr, & Ponendo 


RA ATB C, AgzrAzB2| C2, 2 rA3ÞB3 +:C3, 
Bar; -C- D, B3 =rB2-+:C2+/D2, Bz=r B3+5C3 - D;, 
Ca = C- DE, C3 C2+D2-E2, Ca = C3+5D34E3,, 
DzrD-EA＋-tF, D3=<rDzEzhiFz, D4=rD3-þE3+:F _ 
EzzrES-SF WS 6 a E2+ der Ee: Ez - Fg g. 


| partir is ehen, 0 * 
KA. 2” | I 6945 
ioggy 5 in Bate 4 og fr the. 32s 


4. b e ee 


"Per 7 6&2 iraque. Propofitionem, Series in qua ultima relatio Terms. 
norum deſinitur Zquatioge involvente tres Terminos, tranſmutabitur 
in duas hic exhibitas/ quarum tamen prior evaneſeit ubi eſt . fo. 
Si relatio ſit inter duos tantum Terminos 7 TT! o, erit o; 
eaque de cauſa, evaneſcet Series poſterior, & ea quæ tranſmutanda 

roponitur, migrabit in unicam; quo in cafu particulari coincider hc 
Propoßtid cum Theoremate a B. Monmort invento. Si relatio fit in- 
ter plures Terminos quam in hac Propoſitione, Series tranſmutanda 
migrabit in plures Series. At in omni caſt res erit manifeſta ex e 
= . 1 maj poles ORE: es Heere nimium 


£ * * 4 ” 4 : 3 N \ % 4 F z p * 1 j " 
. ” * * ' — 1 9 $4 ho 


arne 8 FPxritr nr 
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Ex EML u NM I. 


EG Series 144x498: 416x%4-25x%1-36x" + &c. Ubi co- 
efficientes ſunt quadrata numerorum naturalium: Æquatio differentialis | 


eſt x TXzzFzzFi —T'zz =o, & exinde ultima relatio * 
adeoque F386 pt [=0, H=X—lI 3- atque 


Amr, A2==—_3x, Atz=iz*, A4=0o, 
B =4x, Be ===<gK*, 3 B4=o, 
Czngx*, . Se &c. 
D==16x?,: De = 9 !, &c. k 
Er 2B, & c. | 118 

&c. 


Omnes igitur Termini poſt Ag, evaneſcunt ; 3. fubſtiruendo | hoſce 
valores, Series tranſmutata fit - 


a p I 2XX 
— in f == 2. =." 


Et hi tres Termini in unum collecti dant ans pro valore Seriei. Quod 
fi mutetur ſignum ipſius x tam in Serie, quam in ejus ns habe- 
bitur 
1 eee. Þ+253%—36x" He. | 
Et inde etiam 


6x* Þ-x4 
r &c. 


I—Xxx 


id quod colligi poteſt directe ex Propoſitione — hiſce W 


Ex Nur 1 II. 


"Peres Series + Bxkage? Sto Yi" -216x*4- &c. ubi 
Coefficientes ſunt cubi numerorum naturalium: & Æquatio ad Seriem 
eſt xTXz3+3z* +321 —T'z=0; adeoque ultima relatio xT—T'=0; 
& inde x, =I, fo, XI MX 


— ————— — —— 
: 
* 
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A=r, Aa I, Agz=12x2, AA „, Asso, 
==b&x, ke; Ba =a8x!, Bg=—bu*, BB, 
„ C3=24x*, Chords”, &c. 


D=d6ax', D2=—51x*, 'Dz3=30x", &c. 
Ez Din, Ke. . 
F =216x*', &c. 

&c. Frans 
Hic evaneſcunt Termini poſt A4; & valores ſubſtituti in Theoremate, 
dant | | | | | 


. 7* I2x* 6x 
— 1 in — —. ü — — 
xà— 1 Xr . 11 * 
A Ex 


& hi quatuor Termini collecti in unum dant —= — pro valore 
Seriei. | | | 
ExEeMPLUM III. 
Detur Series ſummanda i—6xÞ-27%*—104x*+366x%—1 212X*þ- 
3842x%—11784x”+ &c. que definitur Æquatione xx TzÞ;,—2xT'z+z 


— T”z So, evadat jam 2 infinite magna, & ultima relatio erit xxT — 
2xT'—T"=0: hinc fit Tux, 5=—2x, [=—I, 1=XX—2x—1 3 atque 


Amr, A2==—14x*, A3=-+29xt, A4=0, 
B =—6x, .- } BY =—-44x*, B3 -n, BA =o, 
C=+27x2, CA = i131“, C3 6g, Xe. 
D=—104x*%, D2=+376x", D 3 = 408 
=—+366x*, Ez 05, & c. | 

F =—1212x*, F2 =+2888x”, | 
G=—-3842x*, &c. 

H 11784 ͤK ” 


Subſtitue jam hoſce valores pro A, A2, Az, B, Bz, Bg, atque Series 
propoſita tranſmigrabit in ſequentes duas numero Terminorum finitas, 


"ES ALES 14x? 29x 
2 TT r — 1-1 
—bx ͤ 1 Don“ 


** 2K —1 I Ku-” 


1 S's 
pro valore 
I+zx—xx? BOY” 


Seriei. Ad eundem modum Theorema applicatur ad Tranſmutationem 


Serierum quæ ſummari nequeunt. Demonſtratio autem ex 1 oo 
| et 
* 1 


Quæ duæ in unam Summam collectæ dant 
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: 2 3 
fiet manifeſta. Sit Fractio quecunque DEE, cujus Nume- 


rator ſit quantitas conſtans ex membris quotcunque, quorum tamen 
numerus eſt determinatus. Sit vero ejus Denominator dignitas quæ- 
libet quantitatis, quæ etiam conflatur ex membris quotvis Numero fi- 
nitis. Tum quicunque fit index , fi Fractio reſolvatur in Seriem, ea- 
dem ſemper erit ultima relatio Terminorum, ac ſi Denominator fuiſſet 
ſimplex poteſtas v+!ix-5x* 4rx3*. In hanc igitur fi Series continue 
multiplicetur, factum tandem abrumpet, fi ſit » integer & affirmati- 
vus: hoc eſt, fi Series ſummabilis ſit per ſimplicem Æquationem. 
Proponatur Series I—5x-27x*—104x*-366x*— &c. in qui ulti- 
ma relatio Coefficientium eſt A_2B-C=o; ſumo quantitatem xx—. 
2x—1, vel mutatis ſignis, 1+2x—xx, in qua Coefficientes iidem ſunt 
ac in ultima relatione, & concludo Seriem propoſitam, modo ſumma- 
bilis ſir, æqualem eſſe alicut Fractioni cujus Denominator eſt Dignitas 
uzdam quantitatis IC -x. Ergo pono S=1—6x427x* ION 
366x*— &c. & duco utramque partem in 1-2x—xx ; atque prodit 
SXTFLx—xx =I—4x+14%* —44x*131y%— &c. quam quoniam non- 
dum abrumpit, iterum duco in eandem quantitatem, & habeo Sx 
IX =I—2x5x* — 12x ＋½ο - &c, dein tertia vice multi- 
plicans eandem, obtineo S Xx 12x—x2? ; Terminis omnibus poſt 
primum evaneſcentibus. 5 
Igitur palam eſt hanc Propoſitionem nihil aliud præſtare quam me- 
thodum compendioſam multiplicationis, & ſimul diſpoſitionem Ter- 
minorum in Seriebus tranſmutatis quæ efficit celerem con vergentiam 
quando non abrumpunt. Quare Demonſtrationem Lectori indagandam 
relinquo, quæ quidem eadem fere eſt ſtve Denominatores ſint trino- 


miales, quadrinomiales aut plurium nominum.. | 


 ProPpostTlo XV. 


' 
| Qavenire Æaquationem ſive Agebraica fove Fluxtonalts ſit, 
cujus Radix erit Series quæcunque data que definitur 
HEquatione in qua Termini Serie ſunt units tantuns 
dimenſions. 


Series datur ex datis aliquot Terminis initialibus & ſimul lege for- 
mandi reliquos: ex hiſce autem datis in venietur Equatio habens Seri-- 
em illam pro Radice, id quod per Exempla ſequentia intelligetur. 

5 ExXEMPLUM 


=_— |  Srnimatio Soriorum. 


Exenvrion q*: 


lavenire Aqustionem cujus . eſt Series A4BxCo'-Dys 

Ex*+-&c.- in qua relatio Coefficientium eſt conſtans, ſcilicet A 
B -C EVD o. 'Quoniam, relatio eſt invariabilis, concludo Seriem 
æquari Fractioni rationali, quam fic eruo. Fingo y xqualem Serie datæ: 
& ſumendo indices colacions r, 5, f, v, in ordine inverſo, duco ) ejuſ⸗ 
que valorem ſucceſſive in v, 7x, q, ru,, atque provenient 


| ee Fee. Des LvEx--LvPr-L&e. A eu 
IN == " > TBS 1Cx3+1Dxt+Exi+ &c. f , 
oye ani) Ax LSB SC Dx & c. 
5 eie 01 ft.: Ax gr B -C N | 


Sed ex  ſuppoſitione, eſt rA--BbC4-vD=o, „Bc LDE. 
& ſic in infinitum. Unde evaneſcunt omnes Termini in quibus x elt 


sen quam duarum dimenſionum ; 5 8 12 8 | 2 
a3-btxy-+3x hore y= I7 4 FD 4788s 4-0 


2 1 — determinans valorem PT, 1 cauſk, fir 
Hg - 1 55 


ele uren, mee, wa err : 


i & 
* SIE GS oi 


5 * EM PLUM. 5 * 
Invenire auc que 2 Hadid habeat” Serlem 1 ma "YR 


8 25 055 
5 — = Pa =, - © Ls — "+ &cit qua relationes Coefficien- 


tium > awd?" -;B==0, 4B-+;C=0, 6C+7D=0, 8D+gE=o,. &c. 
In hoc — o Zquatio quæ ſita involvet Fluxiones primas, quoniam 
numeri in relationibus ſunt æqui differentes. Aſſume ers 


A Br C ＋ Dæ＋ Ex &c. 
erit xy= 2Bx*+4Cx*-þ-6Dx*4-8Ex*- &c. 

og A-gButJ-5Cri+7Dx"gEx ＋E&c. 
2x be Ar 4Bx*4+6Cx*+8Dx"4- &c. 5 


Wet nunc ultima Fquatio penultims atque : prodibit " 
| by 
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2A ex, Manes» - Ch 
2 35 — +2 8 ( ; 
AA ＋-2x 35 nN 3B oeh DA YEN T &c. 
Sed ex hypotheſi relationes Coefficientium ſunt 2A5=3B=0, 4B 
5C=0, 6C-|7D=o, &c. ideoque Termini omnes poſt primum A e- 


vaneſcunt, & reſtat Zquatio finita Y CN *y=A=1, five 


X-) X =1 : ſubſtituta ſcilicet — ſive primo Ter- 
mino Seriei pro Coefficiente A. | 


EXEMP run II. 


Invenienda ſit Fquatio cujus Radix eſt Series 1 — 5 — © * 1 — 


F 


—— 


* — ME x* &c. ubi relationes Cocficientium ſunt FED 
56 2048 
r. 1A —2. 2 Bao, 1.3B—4. 4C=0, Jo 506. 6D=o, 5. 70—8. 8E o, &c. 
Vel —A—4B=o, 3B—16C=0o, 15 C36 Do, 35D—64F=>, &c. | 
In hoc caſu Equatio deſiderata neceſſario involvet Fluxiones ſecundas, 


quoniam numeri qui indicgnt relationem 8 ſunt duarum 
dimenſionum, ſive facta ſub numeris æquidifferentibus binatim ſump- 


tis. Sit itaque on FF 
| eee, ＋ & c. 
* = 2BxHꝗC x DSE &. 
EY 2Bx12Cx*4-30Dx "1750Ex" + £ e ; 
Joby = = 4Bx4-16Cx*4-36Dx*4-64Eu7 + &c. 

* 9b at yamaf=n—AdþgBxid-rgCx'+35Dx%+ Kc. 
Denique ſubducendo hanc Napf 1-660 de penultima, manebit 
aaa ue "F503 bra. 
hoc eſt x y—v5þy—x*5þxy=0, vel EYE 
ter relationem froxficienpum, pmnk e ex ana. Parte ZEquatio- 
nis evaneſcunt. 5 


7 ==. Nam TY 


Ex x N 2 2 


CEO LZEquatio; * eſt 1 A 16 Bæa + 56 Cx“ 
_ +2 
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+E Dx* + dec. obi relationes C Coefficientium. ſunt: 963 9 
oh Sa. 25C—36D= o, &c. Finge.. 
ATB CY DX Ex TEN * + c. 
Erit J= 2Bx-+-4Cx'+6Dx'+8Ex?+roFx* I &c. 
44 &) = 2Bx-r 2Cx*--30D#"59Ex" -goF" P&C. 
Dein per computum invenies 
TA TJ =AxgBx'4-25Cz'+4gD%&7+81Ev" ＋ &c. 


| I *) =4Bx-16Cz" +36Dx* Þ64Ex7-100Fx" + &c. 
Harum Zquationum poſteriorem- ſubducito de priore & habebis 


Nx 1 by, Ig 9B, age O „Laa El- 
&c. 


Et inde propter relationem Coefficientium, E /cptak erit x) =yni—3axb 
x ns 3 
Ex! EMPLUM v. 

Quzratur Zquatio cujus Radix eſt *+= ** PD xx 6 „ &c.. 
ubi Denominatores ſunt duadtata numerorum 1, Ig 3, &c. Aſſume 


regie age Hue. 


Erit eee 
1 : | G F fuxio eſt 
5 Lis - F &c. 


| hoe eſt 5 f= = 


* * 
\ & 


Similter fr Series fit -g x*| = E &c. ubi Denomina- 


I 


tores ſunt Cubi, invenies. Aquationem eſſe 5 32 j+ 2 = 


Et fi Series fit: x +- 165 Ta- N. ++ c. exiſtentibus Denomina- 
toribus 
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toribus biquadratis, prodibit Zquatio E -|- 7x? 14 ** 5 = — 


Et ſic deinceps. 
| SCH OLION. 


Ex data igitur relatione Coefficientium, Series reducuntur vel ad 
Fractiones vel ad Fluxiones, idque eadem prorſus facilitate in omnibus 
caſibus; ſive Series determinetur per relationem plurium vel paucio- 
rum Terminorum. Nam quoniam ſumendo Fluxionem Seriei, Termi- 
ni ducuntur in indices dignitatum, qui ſemper ſunt zquidifferentes 
& rurſus in alias quantitates æquidifferentes, ſumendo Fluxiones ſecun- 
das; & fic porro, formare licet hac ratione relationes Terminorum 
quæcunque ſint, inſiſtendo veſtigiis mox traditis. 

Ad ſummationem autem perfectam oportet Fluxiones reduci ad Flu- 
entes; quod ubi fieri nequit, concludendum eſt, Seriem de qua agitur 
non eſſe ex. ipſarum numero que ſummari poſſunt. Multum autem 
confert ad promovendam hanc doctrinam ut Summationes reducantur- 
ad Fluxiones, quoniam methodus regrediendi a fluxionibus ad Fluentes, 
licer imperfecta fit, eſt tamen melius nota & magis exculta quam ea re- 
grediendi a Differentiis ad Summas. Sed & altera alteri mutuo præbe- 
bit opem: Fluentes enim ſi inveniri-poſſint, exhibebunt Summas; vel 
e contra Summæ inventæ dabunt Fluentes. : 

Ex. Propoſitionibus jam traditis, aliiſque ex iiſdem- principiis facile 
deducendis,. invenire flow Radicem Æquationis cujuſcunque accuratiſ- 
ſime in numeris modo reduci poſfit in Seriem ſimplicem, etiamſi len- 
tiſſime convergentem. Sed etiamnum reſtat difficultas, ſi neque Series 
cito approximet neque fit relatio Terminorum ſimplex: &idonea quæ 
definiatur Equatione differentiali- Quippe fi in Zquatione reſolvenda 
reperiatur Radix ejuſve Fluxiones plurium quam unius dimenſionis, vel 
ſi hæ in ſe mutuo multiplicentur; & hujuſmodi membra nequeant elimi- 
nari: in tis inquam caſibus Radix non eſt reducibilis in Seriem ſim- 

licem compoſitam ex dignitatibus Abſciſſæ, ſaltem per artes mihi 
8 notas. At dignitates Abſciſſæ utcunque altæ ſint in Æquati- 
one refolvendi, nullatenus obſtant ſimplicitari Seriei. | 

Sed hac oblata occaſione, conabor tollere difficultatem hactenus in- 
tactam, que: tamen in reductione Æquationum Fluxionalium maxima 
eſt, Sciendum igitur eſt eas ÆEquationes Fluxionales quæ involvunt 
omnes conditiones Problematis, ideoque determinant omnes Coeffici- 
entes-in ſuis Radicibus, reſolvi poſſe perinde ac Æquationes literales 
affectæ, idque per regulas a Newtono dudum traditas. Attamen ple- 
rumque fit /Equationes non. determinare omnes Coefficientes Termino-- 

= rum 


rum in ſuis Radicibus; ; ſeilicer —_—_— quantitates 3 evaneſ- 
cunt. & omnino amittuntur ex Æquatione in progreſſu a Fluentibus ad 
Fluxiones. Sed & variis modis evaneſcere ſolent Prout Fluxio ſumitur, 


id quod Exemplo declarare libet. 


Proponatur Aquatio y*= 4a*+ bb ; & fluente x uniformiter, 
atque ſcripta unitate oh ejus Fluxione hon: per Methodum di- 


rectam 2 bog ＋ : cujus Radix 1955 methodos Nærvtoni extracta, | 


eadem erit ac Radix Fluentis * b :» idque propter quantitatem 


& 


aa jam amiſſam. Et hoc in caſu non determinatur primus Terminus 
Seriei, qui utique pendet ex evaneſcente quantitate aa. 


| 4 a fi Æquatio propoſita e dates ben e 2 | 5 
2 5 4 22. 1 Fluxio eſt — — — N — bel ducendo 


in **, 2xy 8 =—aa+? _ Et hujus Radix pure ſumpta 3 
1 3 
dem eſt ac Fluentis, y* = Da! +> | Quo in caſu non determinatur 


ſecundus T erminus hee qui —_— ex Coefficients b nunc a- 
miſſd. | 


Devique fi K due, dividatur per wh 8 . 77 5+ 


. t 35 

2 & exinde Fluxio l ITY — . * — = 2. 2x 55— 
„ wy te quæ r per regulas vulgares, eandem da- 
bit Radicem atque F juens Y Sa bx: a leoque Terminus Seriei quin- 


tus, qui dependet ex Cocfficience cc non 8 —— ne! . 
Aqxiqpalcs Han" Rn ing x5 nog | 


TEE Io pe 

255—59 == ee 

28549 ue. 
provenire ab unica fluente 3 eee per primam Terminus ; 


primus Seriei non — per ſecundam determinatur primus at 
k non 


goes 


LL 


mon ſecundus Terminus; per tertiam denique determinanturpritmi qua- 
tuor Termini Seriei, at quintus relinquitur indeterminatus. Poſſunt igi- 
tur diverſe Aquationes fluxionales provenire ex -cadem fluente. Sed 
methodus reſolutionis non erit perfecta priuſquam in poteſtate fueric 
exhibere omnes Radices diverſarum fluentium a quibus Fluxio quævis 
propoſita ullo modo pervenire poſſit. Nam neceſſe eſt habere rationem 
quantitatum quæ vel actu evanuere vel evaneſcere potuerunt. 

Etenim non ficet extrahere Radicem ex Equatione fluxionali tan- 
quam nulla quantitas evanuiſſet, dem addere quantitatem datam fluenti 
invente ut in Quadratura Curvarum. Termini utique indeterminati 
fæpiſſime ſunt quantirates invariabiles: & additio Quantitatis date 
Radici inventæ non æquipollet additioni Quanrtitatis ZEquationi re- 


I | Fs 2 SR C Fg 57 3 . 1 3 
ſolvendæ. Sic eadem Fluxio 2 yy =b -- — provenire poteſt ab utri- 


: : a WE ET 
vis fluentium yy = aa Dx vel yy b quarum tamen 


Radices ſortiuntur formas omnino diverſas, ſeilicet prior A BX 


ä . 1 3 3 

Cx* &c. poſterior Ax EBT TC &. 
Inſuper fieri poteſt quationem fluxionalem involvere omnes Coeffi- 
cientes quas involvit fluens, & hoc non obſtante, Terminos omnes non 


determinari, ut in Exemplo ſequente. Æquatio y* = aa bx += 
exhibet directe Fluxionem 2 yy = f _ que {1 ducatur in y, eva» 
det 25 by +=; & dein ſubſtituatur pro yy ſuus valor 44 ＋ 


| 4: 0 An d ; K 4 5 ? E 
bem, tandem habebitur 2 a&y +2 bx y + —= by + = Et 
hæc eſt Zquatio fluxionalis involvens omnes Coefficientes quas invol- 
vit ejus fluens; in qua nihilominus primus Terminus Seriei non deter- 
minatur. Idem etiam ubique eveniet niſi adſit membrum in ÆEquati- 
one quod nec involvit Radicem neque ejus Fluxionem quamlibet. 
Sunt & aliæ difficultates n haud minoris momenti, quas 
facile quivis percipiet multiplicari in Fluxionibus inferiorum ordinum: 
nam in Fluxionibus ſecundis, Termini duo ab invicem neutiquam pen- 
dentes poſſunt eſſe indeterminati, & tres in tertiis; & ſic porro. Cæ- 
terum accidit haud raro omnes Termin os determinari ex Æqaatione e- 
tiam involvente Fluxiones inferiorum Ordinum. Et omnia quæ hic 
dicta ſunt de Fluxione cujus fluens nota eſt, etiam vera ſunt de Fluxioni- 
bus quarum fluentes ſunt ignote, | | 
| * Radix 


\ 
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Radix Zquationis cujuſcunque eſt quantitas, que ſcripta pro literi 
denotante Radicem, efficiet omnes Terminos Aquationis reſultantis 
evaneſcere. Termini autem duobus tantum modis poſſunt evaneſcere, 
vel per ſignorum contrarietatem in membris homologis, vel etiam ubi 
reperitur quantitas conſtans in fluente; eadem enim nullum relinquit 
veſtigium in Fluxione. Ut f fit y Ax; erit y=n Ax", y= 
m —p Ax; fi fit z=0, evaneſcet valor Fluxionis prime; f fit 
2—1=0O, id eſt, o, vel n l, evaneſcet valor ſecundæ; idque 
abſque aliis membris homologis quæ eas deſtruere poſſint. Et hæc 
ſunt principia per quæ enodandæ unt difficultates univerſæ quæ occur- 
runt-in reſolutione Equationum fluxionalium. 1 1 

Proponatur Zquatio reſolvenda 7 1* =/"x* =x*y*, vel poſita uni- 
tate pro *, 1 h -. Per parallelogrammum vel alias News 
toni methodos, invenies Radicem EL | 

? * R 5 6 a7 g 
S 673 * 12017  5040r® A &c. 

Hujus enim quadratum ſcriptum pro y*, & Fluxionis quadratum pro 
5 efficiet omnia membra ZEquationis reſultantis ſeſe deſtruere per 
contrarietatem ſignorum. Videamus autem an alia ſit radix quæ hoc 
modo inveniri nequeat. Illum in finem finge Ax eſſe primum Ter- 
minum Seriei, ſive y Ax proxime; eritque y Ax]; adeoque 
* = n A*x2%=2, & y Ax] quibus ſcriptis, reſultat a2 A 2 
12 —- Az, vel ducendo totam in x*, 5 
Ubi patet membrum z*7* A evaneſcere quando eſt So: ſubſti- 
tuatur ergo o pro , & evadet Æquatio 

[ER 2909 CUON RAE ap ute Age, I U 
hoc igitur in caſu evaneſcit membrum 7* A* x in quo x eſt minimarum 
dimenſionum : eaque de cauſa erit Ax, five conſtans quantitas A pri- 
mus Terminus Seriei eo citius convergentis quo minor eſt x. Atque 
hunc computum proſequendo invenies per methodos vulgares 


» * 


5 ; hob its Fo Eoin! or 
SSA XI a2 2477 © 72 ＋ XC. f 


Sed quantitas A ex Zquatione Fluxionali non determinatur. | Quod * 
Zquationis 7 5½ -, capiatur Fluxio habebitur 2 7 5) e ·2), 
vel dividendo & tranſponendo 72) 


+5 S oO. Ponamus jam eſſe SAA“, | 
1 erit 
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erit , & Y D = AN ==, quibus ſubſtitutis, prodit 
an = A AN o; ubi patet indicem 2 2 non comparari 
poſſe cum indice zz & proinde nullam Radicem illà methodo erui 
poſſe. Attamen ponendo Coefficientem an — no, habebitur xz =o, 
& n=1; adeoque poteſt A vel Ax eſſe primus Terminus Seriei, uti 
Prius invenimus. | = 

Prior Series dat Sinum, & poſterior Coſinum ex dato Arcu x. Eſtque 
Coefficiens A in poſteriore æqualis Radio r. Etenim five ponas y pro 


Sinu vel Coſinu, ſemper incides in Equationem 2 y* =r* —y*, quæ 
nulla Radice explicabilis eſt præter duas jam exhibitas. Ex hoc autem 
Exemplo notare licet formam Seriei ſemper determinatam eſſe ex Equa- 
tione, etiamſi Coefficientes non determinentur. Et ubi Coefficiens cu- 
juſvis Termini non determinatur, index ipſius x in eodem ſemper in- 
venietur ponendo membrum aliquod Æquationis reſultantis æquale nihi- 
lo. Ubi vero Coefficiens Termini determinatur, index ipſius x in eo- 
dem invenitur per comparationem duorum indicum in Æquatione re- 
ſultante, idque per regulas Newtoni. | 
Reſolvenda fit Zquatio y-|a* y—xy—x* Y g, ubi x fluit uni- 
formiter, & unitas ſcribitur pro ejus Fluxione. Finge y Ax proxime, 
eritque y Ax, y == Ae: quibus ſubſtitutis in ZEquari. 
one reſultat 3z—3z A A- A O. Pone jam Coefficientem 
un — n o, & prodibit z=0, vel A=: hi valores ſubſtituti pro # 
in Æquatione, exhibent | 
| oð* Ax Ax S, & 

OX A a—=IAx=0; : 
quumque in utroque caſu evaneſcat membrum in quo x eſt minima- 
rum dimenſionum, concludo eſſe o vel 1, indicem ipſius x in primo 
Termino Seriei quæ convergit eo citius quo minor eſt x: adeoque uſur- 


„ | 
55 Y SATB ＋ C +Dx* + &c. 
vel y Ax TCB +Cx* FDA &c. 

In Zquatione reſultante »n—» RA | aa—nm A o, pone nunc 
Coefficientem aa -u o; eritque x=F+ a: ſcribe igitur Ra, & 4 
pro u, & prodibit EY 

44 —4 Ax 2 oxAx*=0 

aa E AX OK AX o. 
In utroque igitur caſu evaneſcit membrum in quo x eſt maximarum di- 
menſionum; eaque propter eritque a vel — 4 index primi Termini 
Seriei eo citius convergentis quo major eſt x. Nam aſſumere licet 


— 
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4151 „ Ax BX ＋ CY Y TD + &c, 
vel y A Bx=—=2+ Cx-—+ Dy-5 +8, 
Harum quatuor Serierum cvefhcientes determinate dant valores Radi- 
cis ſequentes 
O—aa ==} 16—14 * 


AT 2-2 But + Cr. 
Arg ee 4 5 5 þ-&c. 


-Dx*+&c. 


2.3 
A Agg—r | A — —3 B 24.5 == D 
gf Form; * V.a—2 * 12.a—3 * 16 — ** 
A a 1 A a 2-4-3 B ac C a+6 D : 


** ert er 8.4 * 12. | 17 my 16.574 | * | 


Duæ priores attinent ad multiplicationem aut divifionem Arcus circu- 
laris. Poſteriores vero ſpectant ad aream Hyperbolæ. Et hæc Exem- 
pla ſufficiant ad illuſtrandam regulam hie adductam pro determinando 
indice. Ea deducitur ex Propoſitione quinta : atque per eandem & re- 
gulas\Newtoxi, extractio radic um in Seriebus infinitis ad umbilicum per- 
ducitur, uti quivis facile percipiet | ECT verſatus eſt in 11s quæ 
hic de re Authores hactenus protul Etenim facile demonſtrabitur 
Equationem non admittere Seriem pro Radice quæ hac methodo non 
eur. Sed hic non loquor de Seriebus quæ conflantur ex Terminis 
in quibus indeterminata . habet indices indeterminatos. 
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1 T recta quævis poſitione data PQ, ſuper quam eri- 
gantur Ordinatæ quotcunque A, B, C, D, &c. ſi bi 
mutuo parallelæ, & æqualibus intervallis ab invicem 
: $1 diſtances: deſignent autem hæ Ordinatz Terminos Se- 
i riei regularis, continue increſcentes vel decreſcentes, & 
— dc dem ſigno affectos ; atque una eademque Curva tranſi- 
bir per Ertremitates omnium, quæ quidem determinabitur ex _—_ 


. 
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Aquatione ad Seriem, id eſt, ex data Equatione generaliter expri- 
mente relationem inter duas on] plures Ordinatas quaſvis ſucceſſivas. - 
Z 
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Si ex data Zquatione illa differentiali erui poſſit ZEquatio hujus 
Curvæ Algebraica, utpote que definit relationem inter Abſciſſas & 
Ordinatas correſpondentes, habebitur Ordinata quzcunque ex data ejus 
Abſciſſa per reſolutionem Æquationum affectarum, adeoque Interpola- 
tio Seriei abſoluta; quæ utique conſiſtit in aſſignatione cujuſlibet Ter- 
mini primarii vel intermedii ex dato ejus loco in Serie. Ubi vero 
Aquatio Curvæ Algebraica nequit inveniri, id quod plerumque fit, 
nihil ulterius ſperandum eſt quam exhibere valorem Termini cujuſlibet 
quæſiti per Seriem convergentem, vel forte per Quadraturam Cur- 
varum. T 

Hic autem loquor de Terminis æquidiſtantibus, quorum quippe rela- 
tiones prodeunt ſcribendo numeros æquidifferentes ſucceſſive pro Ab- 
ſciſſa z in Æquatione differentiali Seriem definiente. Nam intervallum 
commune Ordinatarum ſuper Abſciſſam conſiſtentium, proportionale eſt 


* *% 


incremento invariabili indeterminate 2. 


ProposITIO XVI. 


& idem fit intervallum commune Ter minorum primario- 
rum & imermediorum, & detur unus ex interme- 
dus, dabuniur omnes ex data /Equatione ad pri- 

:marios. 


In figura ſuperiore deſignent A, B, C, D, &c: Terminos primarios, 
& a, b, c, d, &c. intermedios; ſintque intervalla primariorum AB, BC, 
CD, &c. æqualia intervallis intermediorum ab, bc, cd, & c. quodque cui- 
que. Dico omnes intermedios dari ex dato eorum quovis uno & ſi- 
mul Æquatione differentiali definiente relationem primariorum. 

Etenim Æquatio quæ aſſignat relationem primariorum definit Cur- 
vam tranſeuntem per eorum extremitates; & Ægquatio quæ definit re- 
lationem intermediorum definit etiam Curvam tranſeuntem per illorum 
extremitates. Sed per definitionem primariorum & intermediorum 
eadem Curva tranſit per amborum extremitates; quare eadem Æqua- 
tio quz definit Curvam, definiet relationem Terminorum in utraque 
Serie, Et illa ZEquatio, datur ex hypotheſi; adeoque datur lex con- 
tinuandi intermedios, qui itaque omnes dabuntur ex dato quovis uno. 


Q. E. D. 


Corollarium. Si in Æquatione quavis differentiali exprimente relati- 
ou primariorum A, B, C, D, &c. valores ſucceſſivi Abſciſſæ 2 ſint 
FA, PB, PC, PD, &c. exiſtente puncto quovis P principio Abſciſſæ: 

| ; | tum 
2 
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tum habebuntur relationes intermediorum ſcribendoproz ſucceſſive Pa, 
Pb, Pe, Pd, &c. in eadem Æquatione. Nam Æquatio differentialis ge- 
neraliter exprimit relationem inter duas quaſcunque Ordinatas ad certam 
diſtantiam ab invicem fitas, ſive ex cadant in Serie primariarum ſive in 
ea intermediarum. 


ExEMPLUM I. 


In progreſſione Terminorum Geometrica 1, x, **, x*, x*, &c. ſi 
Termini in medio conſiſtentes inter primarios ſint a, b, c, d, e, &c. erit 
b=ax, c=bx, d cx, (Au, &c. quorum utique eadem eſt relatio ac 


primariorum. 


ExXEMPLUM IL 


Si Termini primarii ſint 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, &c. quorum relati- 
ones ſunt B= A, C=2B, D=3C, E=4D, &c. & Terminus directe 
in medio conſiſtens inter duos primos 1 & 1 ſit a; reliqui dabun- 


tur per Æquationes 7— * £28 55 4 os =, &c. hi utpote 


conſiſtunt in medio inter duos quoſque primarios, ab iiſdem hinc inde 


æqualiter diſtantes. 
Si vero a deſignet Terminum inter primum & ſecundum, cujus 


„ . ; . o 0 0 - 4 
diſtantia a primo eſt tertia pars intervalli communis; pone = 2 | 


I 8 | . 
2 3 d, &c. atque 25 b, Cy d, E &c. erunc inter- 


medii quorum quiſque diſtat tertia parte intervalli communis a prima- 
rio ipſum antecedente, vel duabus tertiis partibus ejuſdem intervalli a 
primario ipſum immediate conſequente. Conſtat igitur relationem in- 
termediorum dari ex Interpolatione relationis primariorum : & ea ſem- 
per eſt interpolabilis, quoniam aſſignatur per Æquationem ad Seriem. 


ExEMPLUM III. 


3 i 
Proponatur Series 1, , 5, 16 =, &c. quæ producitur per mul 


8 2. &c. & ſit a Ter- 


tiplicationem continuam numerorum 2, , ©, 5 


| =” 2 
minus in medio inter primum & ſecundum, atque ponatur = & 


C = 


- 
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6 8 : 5 : 
c, e d, &c. tum erunt 5, c, d, e, &c. reliqui inter- 


2 b; a == 
medii qui conſiſtunt in medio inter duos quoſque primarios. 


SCHOLION,. 


Si Æquatio ad Seriem involvat tres Terminos, debent dari duo; & 
tres ſi involvat quatuor, & fic porro, ut habeantur reliqui intermedii. 
Hujus autem generis eſt Propoſitio Newton ſeptima in Tractatu de qua- 
dratura Curvarum, quæ tamen non tantum obtinet in Curvis ſed & in 
Serie quacunque. Atque uſui venit hoc Theorema quotieſcunque quæ- 
ritur Terminus intermedius qui conſiſtit prope initium Seriet: eo enim 
in caſu ejus valor proveniet in Serie lentiſſime convergente; quare pri- 
mo quærendus eſt reſpectivus intermedius ſatis remotus a principio, 
cujus utique valor prodibit in Serie cito approximante: dein ex hoc 
dato regrediendum eſt ad illum primo propoſitum per relationes Ter- 
minorum, ut in hac Propoſitione. | | h 


ProPposITIo XVII. 


Omnrs Feries eft inter polabilis, cujus Termini conſtant ex 


fattoribus interpolabilibus. 


Sit Ax aa, BX B, Cxrxy, DAX, &c. Series cujus Ter- 
mini conflantur ex tribus factoribus: dico eam eſſe interpolabilem, ſi 
interpolabiles ſint tres factorum Series, ſcilicet A, B, C, D, &c. a, , 
c, d, &c. & a, g, Y, J, &c. | ; 

Quoniam enim Termini intermedit in Serie compoſita, eodem modo 
formantur ex intermediis correſpondentibus in Seriebus ſimplicibus, ac 
primarii ex primariis ; iidem invenientur ducendo reſpectivos interme- 
dios Serierum ſimplicium in ſe mutuo. Ut fi T fir Terminus inter 
B & C, 7 reſpectivus inter & c, atque r reſpectivus inter Þ & ; 
tum Terminus correſpondens in Serie compoſita, ſcilicet is inter Bx 
*g & CXcxy, erit factum ſub illis tribus, nempe Tx/Xxr. Et fi 
plures vel pauciores ſint factores, ſimiliter demonſtrabitur Propoſitio. 
Q. E. D. | 

Corollarium. Hinc in Serie interpolandi, fi duæ vel plures Series facto- 
rum ſint accurate interpolabiles, poſſunt rejici ex computo: dein reliquæ 
ſunt interpolandæ per methodos poſtea tradendas. Nam interpolatio non 
eſt temere ſuſcipienda; ſed ante exordium operis inquirendum eſt quæ- 
nam fir Series ſimpliciſſima ex cujus intercalatione pendet ea Seriei pro- 

8 | polite. 
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fite. Atque hæc præparatio eſt magna ex parte omnino neceſſaria, 
ut deveniamus ad concluſiones concinnas & elegantes. 


EXEMPLUM I. 


. 23 | 1 
Si Series intercalanda fit 1, F . 2 * = x3, 125 


mum reſolvo eandem in tres Series factorum ſimplicium ad modum 
ſequentem | 


x+, &c. pri- 


x*, „ „„ $*% » 
1 I I x: 

I hs 2 ane” 5 &c. 
| e 
* 

r 16“ 128? &c. 


& harum trium Serierum palam eſt duas primas eſſe interpolabiles, non 
item tertiam; que tamen quum fit ſimplicior, facilius interpolabitur 
quam ea quæ proponitur. Ut fi deſideretur is in medio inter ſecun- 
dum & tertium Seriei compoſitæ; patet correſpondentes Terminos in 


2 2 . . 
prima & ſecunda Serierum ſimplicium eſſe x & ” reſpective: in ter- 


tia Terminus correſpondens appelletur T, dein factum ſub hiſce tri- 
33 I „„ 

bus ** e & T, ſive - T xxx erit is qui deſideratur. Adeoque 

Interpolatio Seriei compoſitæ reducitur ad Interpolationem Seriei ſim- 

plictoris, | 15 s 


ExEMPLUM II. 


Dy. a : e "nies ro 2 rÞ 3 
: 2 een 9 , 2 D, &c. 
Si detur Series ma 15 5 A Ei B. A Go: ulny c 
interpolare licet Series Numeratorum & Denominatorum ſeorſim, hoc 
elit, Series 3 
1, 7, r. r, T. I. Fr, &c. 
Iz P, P. PPT, P. PHI. 5g, &c. 


Deinde Terminus quilibet in Serie Numeratorum diviſus per reſpecti- 
vum in e Denominatorum, dabit correſpondentem in Serie propoſitä. 
Si differentia inter T & y fit numerus parvus, non opus eſt hujus ar- 
tificii. Cæterum quando prædicta differentia eſt magna, neceſſe eſt 


interpolare Numeratores & Denominatores ſeorſim. | 
Aa SCHOLION» 
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Huc etiam referri debent plurimæ hujuſmodi præparationes. Ex- 
empli gratia, fi Seriei | 
&c. e, d, C, 5, A, A, B, C, D, E, &c. 
hinc inde excurrentis in infinitum deſideretur Terminus in medio in- 
ter duos medios primarios a & A. Duc Terminos primarios æqua- 
liter a medio diſtantes in ſe mutuo; hoc eſt, A in a, B in b, &c. 
& componetur nova Series utrinque excurrens in infinitum 


eren As, Aa; Bb, Cc, Dad, &c. 


cujus Termini a medio æqualiter hine inde remoti funt inter ſe æquales: 
& cujus Terminus in medio inter Aa& Ag erit quadratum Termini 
quæſiti qui conſiſtit in medio inter a & A in Serie prius propoſita. 
Igitur Terminus ille quæſitus erui poſſit per interpolationem alterutrius. 
Seriei. | | 
Notandum eſt Terminum deſideratum conſiſtere poſſe in diverſis 
Seriebus, & ex et conſideratione facilius nonnunquam inveniri. Ut fi 
Terminus quilibet quæſitus lateat in medio inter primum & ſecundum in 
utravis Serierum ſequentium | 


I, 1, r. I, r. I. 2, &c. 
1 deere, | 
. f p.pFigpfy oo, | 
Tum ducendo Terminos reſpectivos in ſe mutuo producetur nova Se- 
| y Ia r 2 3 
I, A, —— B, — C. - D, &c. 
: b FF 
inter cujus Terminum primum & ſecundum is qui medium locum te- 
net, æqualis eſt quadrato ejus primo propoſiti. 
Nonnunquam etiam interpolatio proſpere ſuecedet per Logarithmos, 
. . fi Terminorum permagnæ ſint differentiæ. Sed hæc & 
ta addiſcenda ſunt experientidl. Nam ficuti in Algebra vulgari 
tota ars Analyſtz non conſiſtit in refolutione ÆEquationum affectarum, 
ſed in perducendo Problemata ad eaſdem; ita etiam in hac Analyſi, 
minus ſolertiæ requiritur ad reſolutionem Æquationum differentialium 
aut interpolationem Serierum; in inveniendis enim Seriebus quæ deter- 
minant quantitates incognitas, quæque idoneæ fiat inter polationi, con- 
ſiſtit longe major difficultas. 2 


PRO o- 


2 
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bie 2 


Termini duarum Seriernm formentur ducendo in ſæ con- 

zmne Frattiones quarum Numeratores & Denomina-= 
zores mcreſcant perpetua additione unitatts, & {i lidem 
in. Numeratores in utraque; Dico Termini unius 
cujus diſtantia ab initio eſt differentia fattorum in altera 
equalem eſſe Termino hujus cujus diſtantia ab mitio eſt 
arfferentia fattorum in illa Serie, modo prim. Termini 
ſibi invicem equentur. 


Sint duæ Series quarum primi Termini A & à ſibi mutuo æquentur 


* r r 2. rd-3 
A, C=——- DB, D 3 wx D, &. 
7 +1 _ 7 
3 2 7 
5 = = 5 =——6b6, 2 — | > 
oo OS gente nn OY 


& in quibus idem ſunt Numeratores, dico Terminum prioris cujus di- 
ſtantia ab initio æqualis eſt differentiæ factorum in poſteriore, nempe 
q—?, æqualem eſſe Termino poſterioris, cujus diſtantia ab initio eſt 
2, ſcilicet differentiæ factorum in Serie priore. Et notandum, ubi 
P—r vel q—r eſt quantitas negativa, Terminos de quibus agitur 
conſiſtere ante primos hiſce intervallis. 

Aſſumamus Terminum quemlibet Seriei prioris, verbi gratia ſepti- 


mum, polita A=1, ſcilicet 
E 
Ga &c. 
ö Xen bg Noa ps 
Ft primo fi fit p -o, five p=r; erit TI EI, rg, 


&c. adeoque omnes Numeratores & Denominatores ſeſe mutuo deſtru- 


une, & it I. 
Si fit p—7=1, erit p=r+1 3 & inde I-, FE ig, 


&c. quo in caſu evaneſcent omnes Numeratores præter primum, & 


r | 
Denominatores omnes præter ultimum; exiſtente G= 1 * Iz? vel 


G=1X = propter p+ æqualem r-þ6, 
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Si fit p—r=2, vel ;=7-þ2; erit FIS DZ, p+2=7--4, &c. 
& nunc evaneſcent Numeratores omnes præter duos cs & omnes 


W > 
28 Ps 


| 77 r I : 
vel G=1 X 7b X — Propter P- FA = e-, & F- ES ry. 


Et ſimiliter fi fit p—r=3, vel p=r +3; evaneſcent Numerato- 
res omnes præter tres primos, & Denominatores omnes præter tres 


. & in illo caſu erit G ix x — 88 Atque u- 


Denominatores præter duos ultimos, 


niverſaliter in valore Termini &, tot ſemper erunt Numeratores toti- 
demque Denominatores quot ſunt unitates in p —7, ut in Tabula ſe- 


quente 
ro, G=1, 


S—f=1, G=1 X Es- 
2, G= IX TG Xp? 


77 = 3, G=1X TG N Xpaup 


9 8 ſi ponatur qz=r+6, five q—r7=6; Terminus hujus Se- 
ER © 12 
riei t, 5 7 45 


El. 3 
æqualis eſt Terntino hujus 5 2 —.— . cujus intervallum ab 


B, &c. Witten intervallum ab initio eſt pk five 6, 


initio eſt p—7. Et eodem modo manifeſta erit Propoſitio in aliis ca- 
ry Q_E. D. 


Copollaviam. Hine ſi differentia factorum P & non fit permagna, 
Terminus Seriei prioris utcunque longe remotus ab initio ſemper deter- 
minabitur per Terminum in Serie poſteriore qui parum diſtat a prin- 
cipio. Ut Exemplis e er patebit. A 


EXEMPLUM 
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EXEMPLUM J. 


Sit 3, PS;, q=10; & hiſce valoribus ſubſtitutis, evadent 
duæ Series 


3 34, 345 3:450 
"4? 5.6*" 3.6.7 5.07.0" Ke. 
3 1 44.8 348.5 & 


I, — | 
” IQ? 10:11? 10.11.12  10.XETSe 


Eft vero q—r=7, p—r=2; adeoque Terminus in priore cujus 
intervallum ab initio eſt 7, æqualis erit Termino in poſteriore, cujus 
intervallum ab initio eſt 2; ſive quod idem eſt, octavus Terminus Se- 


. : : 3 
riei prioris 5.6.7.5. 78 æqualis eſt tertio poſterioris 8 Et no- 


tandum eſt nbi differentia inter ? & r eſt numerus integer, tum Ter- 
minum quemvis Seriei prioris ſemper æquari primario alicui in poſte- 


ExXEMPLUM II. 
3 4 JV 8 3 i 
Sit prior Series 1, 5 A, 5 B, = G. 5 D, &c. & quoniam factorum 
incrementum eſt binarius, divide Numeratores & Denominatores per 


. * 6 1 - - I 2 - * . 
binarium z & prodibit Series 1, - A, — B, 7 E C, &c. ubi jam in- 
5 | 2 HH 
crementum factorum eſt unitas; & per conſequens hæc Series compa- 


85 Ss : . I . 
rari poſſit cum illà in Theoremate, prodeuntibus 7 =1, p= * Sit 


etiam intervallum inter primum Terminum Seriei & quemvis alium 3 
& erit r, vel =-, atque Sn I; quo ſubſtituto e- 
vadet Series poſterior : 
„„ 36 
1˙ „ I' m2? m3? 
Me 3 


44 
jm &c. 


cujus Terminus ab initio remotus intervallo p , ſive — 2, æqualis 


erit Termino prioris cujus intervallum ab initio eſt quantitas quæcun- 
que . Hoc eſt, Terminus prioris utcunque longe remotus a princi- 
pio, ſcilicet diſtantia utcunque magni m ſemper æquabitur Termino 
poſterioris, qui conſiſtit ante 9 inter valli ang 
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Vel ſi ſumatur Series 1, —A, 75. 2 . 2 D, &c. cujus Ter- 


mini ſunt reciproci ejus de qua nunc egimus, erit 7 = IB; & ſi 
m ſit intervallum inter Terminum primum & quemvis alium, erit 


1 1 . . 
=q—?, vel 1 -, ac q= mT, & poſterior Series evadet 
| . 2 
1 fi- Jug; zu- Pz, 20. Ey. de. 
| ; $45” 1 10 
In qua Terminus ab initio remotus diſtantia Pr, ſive el id eſt, 
Terminus in medio inter primum & ſecundum, æqualis erit Termino 
cuicunque prioris cujus diſtantia ab initio eſt quantitas quælibet . Ut 


fi deſideretur Terminus Seriei milleſimus primus, cujus utique interval- 
lum ab initio eſt mille, erit » = 1000, & Terminus Seriei 


5 74 295 
„ eee eee &. 
2001 2003“ 2005* 2007? 


| qui conſiſtit iu medio inter primum 1 & ſecundum æqualis erit 


| | 1999 
2 3 3 Y R 3 Tp Es 
milleſimo primo Termino hujus 1, ag A, 4 B. 55 8 D, &c. Cujus 

etiam Termini intermedii eodem modo in veniuntur; nam fi pro 1 ſcri- 

13'S 5 E's 
batur 999 proveniet — ᷣ » 
2 1 1 74 DK 

| { Th 2000* 2002* 2004* 2006? wi 

cujus Terminus in medio inter primum & ſecundum, æqualis eſt Ter- 


# wa 


* ©. 3 r 1 3 1 . . . . . 
mino hujus Seriei 1, ＋ A, 4 B, 2 O 7 D, &c. qui conſiſtit in me- 
dio inter mille ſimum & milleſſimum primum. 


ExXEMPLUM III. 


Si quæratur Terminus hujus Seriei 1, - A, B, = 075 B, Ke. 


eujus intervallum a principio fit quantitas quælibet : primo divide 
Numeratores & Denominatores per incrementum ipſorum commune 3, 
8 „„ : 2 I | 
& evadet Series 1, — A, B, &c. adeoque erit E, P , 
+, } 3 3 1 5 


F. => 


* * 


— - 
— 
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75 Mg: mn; & inde 4 = m —— $ : unde Series poſterior evadet 


„ 8 11d " 
I, 3ml-2? 3-5 31 E87 gn C. 
cujus Terminus ab initio diſtans inter vallo p , five — 55 id eſt, 


Terminus qui conſiſtit ante primum tertia parte intervalli communis, 
æqualis eſt Termino Seriei prioris, qui diſtat a principio, intervallo quan- 
tumvis magno 7. : | 


De ®uantitatum Differentns. 


Sit a, b, c, d, e, Series quotcunque quantitatum, & ſi priores aufe- 
rantur de poſterioribus, manebunt Differentiæ prime b-—a, c—b, 
4—, e—d: dein fi harum Differentiarum priores ſimiliter auferantur 
de poſterioribus, relinquentur Differentiæ ſecundæ - 2a, d— 
2 cb, e- AH; quarum rurſus Differentiæ conſtituunt Differentias 
tertias J- 3 3-4, e343 -, quantitatum a, b, c, d, e. 
Er ſic porro proceditur uſque dum perventum fuerit ad ultimam Diffe- 
rentiam ut in Tabula ſequente. | 
A 
| 2dz 
|C nn 2 bal | | | 
— 1 —3 , 3—4 
— 4-2 . 
7—3 44-3 —4 — PER 
T4 F 


a 
1b 
c 


| ——— 


2 1 


Sit 1 =» binomium in quo unciæ 1, —1 eædem ſint ac Coeffi- 
cientes in Differentiis primis; tum unciæ quadrati 1 — 2K , ſcili- 
cet KI, — 2, +1 erunt Coefficientes in Differentiis ſecundis; item 
unciæ Cubi 1, —3, +3, —1 erunt Coefficientes in Diff erentiis ter- 
tiis: & in genere Coefficientes in quolibet ordine Differentiarum erunt 
unciæ in correſpondehte dignitate binomii. Aique hiſce præcognitis, 
pergere licet per ſaltum ad quemlibet ordinem Differentiarum abſque 
conſideratione intermediarum. 

Duæ quantitates habent Differentiam primam, tres habent ſecundam, 
quatuor tertiam z nec ulteriores habere poſſunt. Sed nonnunquam - 

| h cidi 


2 
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cidit quendam ordinem Differentiarum conſtituere progreſſionem æqua- 
lium, quo in caſu ulteriores Differentiæ non habentur, utcunque mag- 
nus fit quantitatum numerus. Sic in progreſſione arithmetica æquan- 
tur differentiæ primæ, adeoque non dantur ſecundæ. Et in Serie qua- 
dratorum 1, 4, 9, 16, 25, &c. quorum radices ſunt æquidifferentes, 
differentiæ prime 3, 5, 7, 9, &c. ſunt in progreſſione arithmetica, ſe- 
cundæ ſunt æquales, cique de cauſa tertiz ſunt nihil. Sic etiam in 
Serie cuborum 1, 8, 27, 64, 125, 216, &c. Differentiæ prime ſunt 7, 
19, 37, 61, 91, &c. ſecundæ 12, 18, 24, 30, &c. tertiæ 6, 6, 6, &c. 
utique æquales; adeoque quartz nihil. 

Et univerſaliter fint A, B, C, D, E, quantitates quotcunque datz, 
2 vero variabilis, tum in expreſſione A+Bz+ Cz: D235 TEA. 
ſcribe numeros quoſvis æquidifferentes ſucceſſive pro 2; & quantita- 
tum provenientium ultimæ Differentiz determinabuntur per altiſſimam 
dignitatem 2, nulla ratione habita ad inferiores. Sic in hoc caſu quar- 
ta differentia eſt ultima, propterea quod quarta poteſtas z* ſit hic al- 
tiſſima. | 
Sæpiſſime differentiz conſtituunt Seriem convergentem in caſibus 
quando non abrumpunt. Ut ſi a, b, c, d, e, &c. ſint fere inter ſe æ- 
quales, earumque Differentiz prime b—a, c-, d -c, e d, &c. 
etiam ſibi mutuo fere æquales, atque etiam ſecundæ ſimiliter & ſequentes 
ſibi mutuo quamproxime æquales, tum a, -c, c - 20 ＋4, 4-307 
35-2, &c. conſtituent Seriem con vergentem. Item differentiæ Ter- 
-minorum quorum relatio definitur Æquatione 


Tx2'+a2%=:+b2/-:+ &c.—T' x 8 P14 dz'—2 + &c, 


ſumptæ ad modum præcedentem conficient Seriem convergentem. Sed 
non expectandum eſt Differentias quantitatum quarumcumque vel con- 
vergere vel abrumpere. Hoc tantum accidit in us quantitatibus quæ 
increſcunt aut decreſcunt accurate vel quamproxime eidem celeritate 
ac certæ quædam dignitates numerorum æquidifferentium. | 


De Deſcriptione Curvarum per data puntta. 


 Newlonus in -Epiſtoli ad Oldenburgum Anno 1676 dati, poſtquam 
monſtraverat artificium evitandi Series nimium complexas in quadraturi 
Curvarum trinomialium; inquit, © Sed hæc minoris facio, quod ubi 
“ Series ſimplices non ſunt ſatis tractabiles, aliam nondum communi- 
s catam methodum habeo, qua pro libicu acceditur ad quæſitum. 
& Ejus fundamentum eſt commoda, expedita, generalis ſolutio hujus 
« Problematis, Curvam Geometricam deſcribere, que per data quotcunque 
% prnda tranſibit. Docuit Euclides deſcriptionem Circuli per. tria pun- 
i cta. Poteſt etiam Sectio Conica deſcribi per quinque data punt: 

c & 
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« & Curva trium dimenſionum per ſeptem data puncta; (adeo ut in 
ce poteſtate habeam deſcriptionem omnium Curvarum iſtius ordinis, que 
& per ſeptem tantum puncta determinantur.) Hæc ſtatim Geometrice 
cc fiunt nullo calculo interpoſito. Sed ſuperius Problema eſt alterius 
„ generis: & quamvis prima fronte intractabile videatur; tamen res 
“& aliter ſe habet. Eſt enim fere ex pulcherrimis quæ ſolvere deſi- 
derem. 1 | 
Newtonus in Propoſitione ſexageſima Arithmeticæ Univerſalis, docet 
deſcriptionem Parabolz Conicz per quatuor puncta: vel potius docet 
methodum inveniendi Æquationem ad Parabolam quæ tranſibit per 
quatuor data puncta. Et eadem methodo deſcribere licet Lineam 
tertii ordinis per novem puncta, & Lineam quarti per quatuordecem. 
Et fic in reliquis. Sed noſtrum inſtitutum non requirit ſolutionem 
adeo generalem; ſufficit enim deſcribere figuram Parabolicam per ex- 
tremitates quotcunque ordinatarum quæ ſunt fibi mutuo, & etiam Axi 
Curve parallelæ. Sed neque deſcriptio Curvæ organica motu angu- 
lorum, aut alio quovis modo, ad præſens propoſitum conducit : eodem 
res redit ſive Curva actu deſcribatur, five deſcripta concipiatur. Curve 
enim hic nullatenus ſunt neceſſariæ, nifi quatenus adjumento ſunt in- 
tellectui in rite concipiendo Problemate. Etenim deſcriptio Parabolæ 
per data puncta, idem eſt omnino Problema ac aſſignatio quantitatum 
ex datis ipſarum Differentiis; quæ per Algebram ſolam, idque per re- 
ſolutionem Æquationum ſimplicium ſemper perficitur. 


PROPOSITIO XIX. 


Detur Series Ordinatarum æquidiſtantium ex una tantum 
parte pergens in mfinitum, & oporteat invenire Li- 
neam Parabolicam que tranſi per extremitates-om- 


Deſignent A, A1, A2, Ag, A4, &c. Ordinatas zcuidiſtantes inſiſtentes 
Abſciſſæ normaliter. Collige earum differentias pritnas-B, Br, B2, B;, &c. 
ſecundas C, Ci, C2, &c. tertias D, Dr, &c. & fic porro. Adeo ut 
A fir Ordinata prima, B differentia prima duarum primarum Ordina- 
tarum, C differentia ſecunda trium primarum Ordinatarum, D differen- 
tia tertia quatuor primarum & ſic deinceps. Differentiæ autem colligi 
debent auferendo priores ubique de poſterioribus; hoc eſt, ponendo 
BS AI- A, BI A2 — A, &c. CS BIB, &c. & ita porro in 
reliquis; ponendo eas eſſe negativas quæ oriuntur ex ſubductione quan- 
titatis majoris de minore. N . ee 

Cc | Hiſce 


Bi B2 B3 By 


Hiſce præmiſſis, fit T quævis Ordinata in genere, primaria vel in- 
termedia, cujus diſtantia a prima Ordinatà A, nempe AT fit ad in- 
ter vallum commune æquidiſtantium ut quantitas indeterminata ⁊ ad: 
unĩtat Em, eritque: | 


T=A+ 


Dxa x2 * — + 
2— 1 2— 2 2— N 
EXIT - * * + 
* f N N ONT E 


N &c.. 


Hie eft; valor Ordinatæ cujuſvis T jacentis ad eaſdem partes Ordi- 
natæ primæ A, ad quas jacent reliquæ: quod ſi jaceret ad alteras, tum 
mutandum foret ſignum Abſciſſæ z. Etenim Abſciſſam pono affirma- 
tivam quæ ab initio tendit dextram verſus inter 3 e . 
Regativam vero que ad contrarias partes porrigitur. Propoſitio autem 
ic demoaſtratur, - - og * N 4 
2 Concipe 
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Concipe Ordinatam T motu parallelo latam deferri ſuper Abſciſſam, 
adeo ut ſucceſſive deveniat ad loca reliquarum. Et quoniam illius 
diſtantia ab Ordinata prima ponitur eſſe ad intervallum Ordinatarum 
commune ut 2 ad unitatem; erit æ ſucceſſive æqualis o, 1, 2, 3, 4, 
&c. & interea T æqualis Ordinatis A, Al, Aa, Ag, &c. per vices, 
cuique in ſuo loco. Igitur ad eruendas Coefficientes A, B, C, D, &c. 
quæ efficiunt Parabolam tranſire per extremitates Ordinatarumz in - 


„„ 2 
quatione ad figuram T=AB= +C=-x——+ D-x—— x 


2— 2 


; + &c. ſcribe Ordinatas A, Ar, A2, Ag, &c. ſucceſſive pro T; 


& interea pro z, longitudines Abſciſſæ ordine ſequentes, id. eſt,. o, 1, 
2, 3, &c. atque emergent /Equationes 


AA, | Unde A=—A, 
Al AAB, B- AI-, 

Az = A ＋-2zB＋C, C=A2—2A1FA, 
A3z=A-+3B+3C--3D, _ D==A3—3A2-+3AI—A, 
A4=A+4B+6C+4D+E, EzA—4A3 70 Az —- AAA, 

&c. | 2 


Quippe ex valoribus GW. Ar, A2, &c. viciſſim eruun- 
tur valores Coefficientium A, B, C, &c. Ex quibus patet Ordinatam 
primam A eſſe primam Coefficientem; item differentiam duarum pri- 
marum Ordinatarum eſſe Coefficientem ſecundam; & differentiam ſe- 
cundàm primarum trium eſſe Coefficientem-tertiamz & ſic in infinitum. 
Igitur valores Coefficientium in ſolutione poſiti efficiunt Parabolam tran- 
fre per extremitates Ordinatarum. Q. E. P. 


[dem aliter. 
2—1 


Fingamus eſſe in genere T=A+B=+ CEX—=+ DS x: 


— * + &c. ubi A, B, C, D, &c. ſunt Coefficientes determinan - 
dæ. Seribe valores variabilium conſequentes T, z-F 1 pro anteceden- 
f 3 : 2-1 z EI 2 2k 
tibus T. x; & emerget T'=A+B 22 +C "IL + Dix 


TX SonT 


2 K * dec. de quo ſi ſubducatur valor. ipſius T, habebitur 
2 
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. „ nnr 
| T'=T=B+c- TDR * ＋&c. 
Ubi ſubſtituendo 1“, T., z+1 pro T', T, 2, prodibit T“ — T'. 


BC p 5 x + &c. a quo valor ipſius T. T ſubdu- 


ctus relinquit 
1.2 TTT CDA &c. 


Et ſimiliter invenies T“ — 3T”"-+3T'—zT=D+-&c. Deſignet jam 
T primam Ordinatam, & valor correſpondens Abſciſſæ erit nihil; quo 
ſubſtituto invenies | 

A=T, 
| k B — 1 5of — ., 

| C 1 2T'+T, 

D=T"-3T'+3T'—T, 
Hoc eſt, prima Coefficiens A æqualis eſt Ordinatæ prime T; ſecunda 
B zqualis eft differentiæ inter duas primas Ordinatas T & IT!; tertia 
C zqualis eſt differentiæ ſecundæ trium primarum Ordinatarum, T., 
T., I“; quarta C æqualis eſt diffeentiæ tertiæ primarum quatuor Or- 
dinatarum; & ſic porro in reliquis ut jam demonſtratum eſt. | 


ExEMTIUN I. 
Dentur quinque Ordinatæ 1, 4, 2, 3, 9, per quarum extremitates 


oportet Parabolam tranſire. Collige earum 
differentias primas 3, —2, 1, 6; ſecundas 3j 


3, 3, 3, tertias 8, 2; & ultimam — 6. 1 5 
Dein juxta præſcripta in ſolutione Propoſiti- n 
onis, pro A, B, C, &c. ponantur Ordinata | "2 5 
prima, & prima quæque differentia reſpe- —6 


tive; hoc eſt, Ar, B=3, C=—5, „ | 
D=8, E=—63 at F, G, &c. erunt nihil. Hiſce autem valoribus 
ſubſtitutis, prodit Æquatio ad Parabolam 
e — 4 2—1 — 2—3 
NETS r 2 6—x 8 2 . 
ct; „ T2 1162—1112＋-242 —32 
quæ in ordinem reducta fit T = 2 =p ws . 


At- 
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que ad probandum opus, ſcribe o, 1, 2, 3, 4, ſucceſſive pro Abſciſſa 
2, & pro T provenient Ordinatæ quinque propoſitæ. 

Ceterum Ordinatæ poſſunt ſumi in ord ine inverſo, modo mutentur 
ſigna differentiarum in ordinibus alternis: tunc ponendum eſt A —g, 
B=—6s, C=5;5, D=—2, E=—6; quibus ſcriptis & Æquatione 
prodeunte in ordinem reda&ta, tandem obtinebitur T = 

RS. ; 2 3442 - 
— 2 * ESE 13 qua ſi pro ⁊ ſubſtituantur o, 1, 2, 3, 4, 


prodibunt Ordinatæ propoſitæ in ordine inverſo. Atque hic obtinentur 
duz ZEquationes pro eadem Parabolà, quoniam Abſciſſa. initium ducit 


nunc a prima, nunc ab ultima Ordinata.. 


ExXEMPLUM II. 


Oporteat nunc invenire Zquationem ad Parabolam quz tranſit per 
extremitates ſex Ordinatarum æqui- 
Jdfuntan's, 3 75 235 57 125, Co 5 3 7 2% 57 us 
lige earum differentias primas, reli- —2 4 16 34 58 
quaſque uſque dum perventum fuerit 6. 12 „ "2 
ad ultimas, ut in margine. Et inve- E @.- 6. 
nies A=;;B=—2,.C=6, D=6. | 
Quibus: ſubſticutis, oritur 
7 s er 2B: 41 @ © amd YZ 2—1 2—2 
12 5—2 1 < TS, 2s ag OS NED Xa. » 
quæ reducta fit F =5 —3 2z-+2?, Et fi pro z ſcribas- ſucceſſive o, 
1, 2, 3, 4, 5, provenient ſex Ordinatæ propoſitæ. N 
Linea recta tranſit per duo puncta, Parabola Conica per tria, Cubica- 
per quatuor, Biquadratica per quinque, & ſic in infinitum. Nonnun- 
quam vero accidit Curvam inferioris ordinis tranfire per plura puncta, 
ut in Exemplo noviſſimo. Ordo autem Parabolz ſemper dendtatuitrt 
per ultimum Ordinem differentiarum. Quod fi numerus Ordinatarum 
fit infinitus, & progreſſio æqualium differentiarum non obveniat, in- 
eo inquam caſu Curva erit dimenſionum infinitarum, valore ipſius 
excurrente in Seriem -infinitam.. ö Want | | 


SCHOLION; 


In hac ſolutione poſuimus diſtantiam communem Ordinatarum eſſe 
unitatem; verum ſi pro eadem ufurpaſſem quantitatem quamvis 2, 
prodiiſſet #4 | | 

Dd = 
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ED 2 E 2— n 2 2 — 2 
T= ATB CN x + Dx x 7 31 +> &c. 


21 


Finge jam Ordinatam ſecundam Al A- An, | 
| | tertiam - A2=A+2An+ An, 


quartam A3zA+3An+;Ar+ An, 
quintam Azz=A-+4An46An+4Ani+An, 
817% „ See. 


Et invenies viciſſim B An, C=An?, D = Ass, E An, &. 
quibus valoribus ſubſtitutis pro B, C, D, E, &c. orietur 
„„  Pwlf | Som 


22 * 2 > 0: 
BEATATRADXETT IA TX a Nor go nh, 86 


Evyadat jam intervallum .commune nihil, & A, A, A, &c, evadent 
fluxiones Ordinatæ primæ A, dummodo fluxio, Abſciſſæ z ſit unitas; 
atque proveniet +: + n e ad, 


129109 l 


l ix: 46} (hog nas {26 

Igitur coincidentibus Ordinatis æquidiſtantibus, incidimus in Seriem ubi 
Coefficientes Terminorum. ſunt fluxiones Ordinatæ prime reſpective 
divife per numetos 1, 2, 6, 24, &c. qui generantur per continuam 
multiplicationem herum, 1, 2, 3, 4, &c. Et hoc primus deprehendit 
D. 7. aylor in Methodo Incrementorum, & poſtea Hermanus in Appendice 

A i gar, 3 
HFinc fi Ordinata Curvæ cujuſcunque reſolvatur in Seriem hujus for- 
mæ A4-Bz+ Cz? D 23+ &c. ubi exponentes Abſciſſæ 2 ſunt 
numeri integri :x affirmativi;; ,primus Terminus A eſt prima Ordinata, 
utique qui cranſit per initium Abſciſſe,; primi duo AEB denotant 
lineam rectam quæ tranſit per duo Curve puncta coineidentia, quæ- 
PRIN tangit Curvam; primi tres Termini ABZ TEC de- 
niunt Parabolam Conicam quæ tranſit per tria Curvæ puncta coinci- 
dentia, quæque ea de cauſa tangit Curvam, eandemque habet Curvatu- 
ram in puncto per quod tranſit Ordinata ꝓrima; primi quatuor Ter- 
mini ABZ TC +D2? definiunt Parabolam Cubicam quæ tran- 
fit, per quatuor Curvæ puncta coeuntia, id eſt, quæ tangit Curvam, 
candemque habet Curvaturam & Variationem Curvaturæ in puncto Con- 
tactus. nique tota Series ABZ CZ ＋T DZ ＋＋ &c. eſt: Ordi- 
nata Parabolæ dime nſionum infinitarum quæ tangit Curvam, & in pun- 
cto Contactus, habet eandem Curvaturam, Variationem ä 
| I ' aria- 
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Variationem Variationis, & fic in infinitum, ut exprimitur a Newtono 

in Propoſitione decima Libri ſecundi Princi piorum. Vel quod eodem 

redit, tota Series eſt Ordinata Parabolæ tranſeuntis per Ordinatas Cur- 

væ æquidiſtantes, numero infinitas, & coincidentes cum Ordinata 
rimaà. . 

5 Hinc ideam habemus analogiz que eſt inter Methodum Differenti- 

alem & Methodum vulgarem Serierum 3 hæc procedit per Fluxiones 

ſive rationes differentiarum ultimas, illa vero- generaliter per differen- 

tias cujuſcunque magnitudinis. | F 
Deſignet DEF Curuam quamvis, D 

cujus Abſciſſa AC decuſſat Ordina- D 

tas æquidiſtantes AD, BE, CF, ad 

angulos rectos. Sitque AB S 2, 

AD A; eritque ex ſeperioribus A _ 1 


a . 1 ; * 1 2: 1 
BE=A-+HAz+= Az +> Az)+7- Aa. + &c. ſeilicer hicce 
valor ipſius BE eſt Ordinata Curve Parabolicæ que coincidit cum 


altera Curva in puncto D: igitur pro Area Curve uſurpare licet Are- 
am ejuſdem Parabolz, quæ per methodum Fluxionum inverſam pro- 


dit ABED=Az+>Az*+> AA += Ax, + &c. 


120 

Et eadem prorſus ratione fi BE dicatur 5, exiſtente AB=BC=2z, 
erit Area | 3 

 BCFE= 242 2 425244 1 ＋&c 

ma 2 9 '6 ) 24) ＋ 1200 5 

In qui ſi mutetur ſignum Abſciſſæ 2, obtinebitur Area BE DA ne- 
gative expreſſa, ſcilicet mutando ſignum Abſciſſæ obtinetur Area jacens 
ad alteras partes Ordinatæ. Sed Area illa affirmative expreſſa evadit 

BE DAA - 2 5 +z b 25 — 2 5 1 25 — &c. 

Et hæc eſt Series D. Johannis Bernoulli exhibens Aream per Ordina- 
tam ultimam ejuſque Fluxiones expreſſam; quamque nos jam dedimus 
per Fluxiones Ordinatæ primæ. Notandum autem eſt Seriem priorem 
non extendi ad caſus in quibus Ordinata prima tangit Curvam, & Se- 
riem D. Bernoullii non extendi ad eos in quibus Ordinata ultima tan- 
git Curvam. Nam Parabola cujus Area uſurpatur pro Area Curvæ 
quadrandæ nullam Ordinatarum tangere poteſt; adeoque coincidere ne- 
quit cum alterà Curva. Ordinatam ſuam .tangente. Hujuſmodi enim 
Expreſſiones pro Areis & Ordinatis Curvarum preſupponunt formam 
Seriei 'ABzC2z?4- &c. in qui exponentes Abſeiſſæ ⁊ ſunt numeri 
integri & afficmativi. . 1 
3 | PRoro- 
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ProposITIO . 


Detus Series Ordinatarum æquidiſtantium utrinquèe excur- 
rens in infinitum, & oporteat invenire Lineam Para- 
 bolicam que tranſibit per extremmates omnium. 


Caſus primus. 


Deſignet a Ordinatam in medio omnium, ſintque a2, a4, a6, as, &c. 
ex ex una parte; & 2a, 4a, 6a, 8a, & c. ex ex altera; pergente pro- 
greſſione utrinque in infinitum. Collige earum differentias primas 7B, 
5B, 3B, 1B, Bi, B3, B;z, B7 ; ſecundas 66, 46, 20, 5, 52, 54, b6; ter- 
tias 5C, 3C, 1C, CI, C3, C5 quartas 4c, 2c, c, cz, c4; & ſic porro 
in reliquis, auferendo ſemper antecedentes de conſequentibus ut in Pro-- 


politione ſuperjore. * 


— 


1 * B BI B; 5 
7B 5B 3B iB Br BY BS By 
65 le | GRO A” RR / big” 

eie Cr © Ez 

oe * 64 

3D 1D DI D3z 

ö 

1 Er 

Sint am 8, 5, e, d. e, &c. Ordinata media & differentiæ in ordinibus al- 

ternis reſpective. Sintque 1B & Bi, 1C & C1, 1D & Di, IE & Ez, 

Kc. dus mediæ differentiæ in reliquis ordinibus ; & ponantur B 


a2: Taz a6 as: 
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1B+Br, C=1C+Cr, D=1D+Dr, E= iE+Er, &c. Sitque 
intervallum inter Ordinatam quamvis T & mediam à ad intervallum 
commune æquidiſtantium ut z ad unitatem z eriagus Ordinata | 


l | 


LET CEE * — 1 4 
3 — i _ + 
— x 0 2 
. 
Ubi notandum eſt Abſciſſam ⁊ eſſe ali quando Ordinata quæ 
ſita T Jacet ad contrarias partes Orditatz* mediz. 


Caſus ſecundus. 


sint; Jam IA & Al, Ordinatæ duz mediæ; Ag, Ag, Ay, Ag, &c. 
ez ex uni parte; & 3A, 5A, 7A, 9A, &c. ez ex alteri, Collige 
earum differentias primas 8a, Ga, 44, 24, 4, a2, aa, 46, a8; ſecundas 
7B, 5B, 3B, 1B, Br, Bg, Bs, B/; tertias 66, 4b, 2b, b, 52, ba, 56, &c. 
EX lic deinceps; ſubducendo ubique n de poſterioribus 


— 
N 


9A 7A . N IA O Ar A3T As 7 Ag 
8 6a 45 % n a, 
7B 5B © 1B. "1B Br B3z B35 B; 
JVC 
50 Op 10 OY 5 Ty 


| + 
"ad: "i ” Di D3 
2d 4 | 
1E Ei 
e 


Ee Excerpe 
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Excerpe nunc differentias medias a, 5, c, d, e, &c. ut & duas medias in 
aliis ordinibus, ſcilicet 1A & Ar, 1B & BI, 1C & CI, 1D & Dr, 
1E & Et, &c. & ponantur A=1A+Ar1, B=1B+Br, C=1C 
Ci, D=1D+D1i, E=iE+E1, &c. fit vero O punctum in me- 
dio inter Ordinatas duas medias 1A & A1. Et cujuſvis Ordinatæ 
T diſtantia a medio puncto, nempe O T fit ad intervallum com- 
mune æquidiſtantium ut z ad Binarium: Eritque — | 


A -a 
T= g —— ; 
3B ＋-bZ 22—1 5 
12 KG * | 


5Chiz 22—1 2—9 
$7 4.6 X .10 | 


D, 1 22—9. 22 . 4. 


X * 
oa 8.10 £2.34; 


ELA 22-21 22—9. 2-25 22—49 
2 0 * 8.10 * 12.14 X 16.18 3 


: | &c. - 
Et in hoc quoque caſu 2 eſt affirmativa quando T jacet ad eaſdem 
partes puncti medii O ac in Schemate, & negativa quando jacet ad 
contrarias. Uterque autem caſus facillime demonſtratur ad modum 
oo Eo, ĩð2dſ % ⁵ ⁵ ⁵⁵—— 8 95 


z 


Dentur quinque Ordinatæ —3. —8, 1, 12, 37, per quarum ex- 
tremitates ducenda fit Parabola. Quære 3 | 
earum differentias primas —5, 9, 11,253 —3 —8 1 12 37 


ſecundas 14, 2, 14; tertias —12, 125 — 3 9 11 235 
& ultimam 24. Dein quoniam nume- _ tt 17 <6 
rus Ordinatarum eſt impar, procede per —12 12 
Caſum primum. Et inchoando ab Or- = 24 


dinata media, perge ad differentias me- 2, 
dias in ordinibus alternis, ponendo az=1, b==2, c=24z dein B 
11==20, C=—12+412=0. Et hiſce ſubſtitutis, prodit Ti 


% :%.. In, 3, : 
— MöZ— — — * f 1 > 4- : | ; 3. 


nata Parabolæ quatuor dimenſionum tranſeuntis per extremitates quin- 
que Ordinatarum propoſitarum, ut conſtabit ſcribendo numeros. 
22, , o, 1, 2, ſucceſſive. pro i In hoc caſu Curva decuſſat 

he baſin, 
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baſin, quoniam Ordinatæ ſunt partim negative & partim affirma- 
tive. | 

ExXEMPLUM II. 
Dentur jam ſex Ordinatæ 1, 5, 10, 10, 5, 1 per quarum extremi- 


tates oportet ducere Parabolam. Quzre 
earum differentias ut in margine: & 1 5 10 10 5 1 


quoniam numerus Ordinatarum eſt par. 3 0 —5 —4 
adhibeatur Caſus ſecundus. Tum inci— I * ee ͤ „w 
piendo ab Ordinatis duabus mediis, & —5 O 8 
progrediendo ad binas medias differen- 1 3 6 6 

tias, erit Ag IO IO 20, B=—5;— 0 


5 = — 10, C=6--6=12; deinde ago, | 
=? 3 2. 8 0 me. 
{=0, c=0. Quibus valoribus ſubſtitutis, erit T —— = x we ＋ 


GO; enn AC) th ; , 
TX TEXTS aur ZAquatio in ordinem reducta evadit T = 


2 


IN | 
—— > - Atque ad probandam operationem, ſcribe =5, —3, 
—1, I, 3, 5, ſucceſlive pro z, & exibunt Ordinatæ propoſitæ. Ete- 
nim in caſu Propoſitionis ſecundo, intervallum commune Ordinata- 
tarum, ſive, quod perinde eſt, incrementum Abſciſſæ æquatur Binario. 

In hoc Exemplo deſunt dignitates Abſciſſæ imparium dimenſionum, 
quoniam Ordinatæ a principio Abfciſſæ hinc inde æqualiter diſtantes 
ſunt. ejuſdem ſigni, & inter ſe æquales. Nam hoc in caſu ZEquatio 
ad Parabolam eadem manet, etiamſi mutetur ſignum Abſciſſæ. Quod 
fi- Ordinatæ propoſitæ fuiſſent I, —5, +10, —10, +5, —1, vel 
+1, +5, +10, —10, —5, —1, ubi Ordinate a medio zqualiter 
remote ſunt etiamnum æquales, at diverſis ſignis affectæ; in eo in- 
quam caſu defuiſſent dignitates Abſeiſſæ parium dimenſtonum, 


SCHOLION. 


De deſcriptione Curve Parabolici generis per data quotcunque 
puncta, egerunt plures eclebres Geometræ poſt Netonum. Sed om- 
nes eorum ſolutiones eædem ſunt cum hiſce jam exhibitis; quæ quidem- 
a Newtonianis vix diſcrepant,. uti conſtabit ex Lemmate quinto Libri 
tertii Principiorum & methodo Differentiali a D. Jones edita. Newtonus 
quidem deſcribit Parabolam per data puncta; alii conſideraverunt aſſi- 
gnationem Terminorum ex datis differentiis; ſed quocunque modo con- 


cipiatur, ſub quacunque formi proferatur, idem eſt Problema, Et 
FI | | ſane 


% 
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ſane inventio formarum quas habent valores Ordinatæ T, eſt perquam 
ingenioſa & ſummo Auctore digna: at poſtquam habentur forme, in- 
veſtigatio Problematis eſt facilis, in quam utique nihil aliud requiritur 
quam reſolutio Æquationum ſimplicium. 

Sed notandum eſt formam Ordinate A BZT C2*4-D2z*-+ &c. ex 
poteſtatibus compoſitæ, quam aſſumit Newtonus in demonſtrando ſuæ 
methodi fundamento, male huic negotio deſtinatam eſſe. Nam valor 
cujuſque Coefficientis prodit in Serie infinita; fi quis vero aſſumſerit 
formas hic uſurpatas, incidet minimo labore in concluſiones ſuperiores. 


| PROPOSITIO XXI. 
Data Serie Termmorum primariorum mvenire imerme- 
dios, qui non longe diſtant a principio. 

Super rectam poſitione datam ad anglos rectos, & in æqualibus ab 
invicem diſtantiis erigantur Ordinatæ reſpective æquales Terminis pri- 
mariis; dein per Propoſitiones duas ſuperiores quæratur Linea Parabo- 
lica quæ tranſit per omnium extremitates, & eadem quoque tranſibit 
per extremitates intermediorum; qui itaque dabuntur ex data ÆEqua- 
tione ad Parabolam. Q. E. I. | . 


ExEMPLUM l. 


Interpolanda ſit Series 1, , . 16. 2, 238 &c. cujus Ter- 
mini producuntur per multiplicationem continuam numerorum 
— 2 85 2 & c. quære differentias Terminorum & differentias dif- 


ferentiarum, ut ſequitur. 


4 a 03 
= 2 I 16 755 256 dec. 
z z #3 5 $5 
—_ F* ß 20 
rn 3_ 3 
8 16 128 256 
. 
a 255 
12 256 
B77 
7. "BO 
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Quoniam hæc Series ex una tantum parte excurrit in infinitum, per- 
agenda eſt Interpolatio per Propoſitionem decimam nonam. Er fi 
primus Terminus 1 adhibeatur pro Ordinata prima, erit A=1, 


FTF oY 
B C = 8 DS -s E =+ 128˙ KC. quibus ſubſtitutis, 
prodit ? | | 

„ „ 23 Sf, 5 = ol on 

T I- N PTXENTT 18 81 any ＋&c. 


id eſt, T=1— 
2 


Ubi jam A, B, C, D, &c. deſignant Terminos hujus Seriei, more New- 
voni. Ceterum Terminus quilibet primarius uſurpari poteſt pro Ordi- 

1 | I 1 W 
nata prima, eritque A= , B = -, C=+ 7p, D=—FR> 


— 
3 + 


| 7 5 
hs &c. adeoque 


ka = INT 16 * * 
am T e eee 
ideſt, T AT 6 B39 e c 


Sed ſciendum eſt 2 eſſe diſtantiam inter Terminum quæſitum & illum 
qui adhibetur pro Ordinata prima. Ut fi Terminus deſideratus 1 


wills eee : | I 4 | 
ſtet in medio inter primum & ſecundum, pone + > pro 2 in priore 


8 L | o 1 CLARE. 2 
valore ipſius T; & A pro eadem in poſteriore valore; atque pro 
eodem Termino habebis duas Series ſequentes | 


„ é f⅛fk SS 


I I 9 25 49 81 

T FAT 
Et quoniam hæ Series convergunt quam lentiſſime, ſummandæ ſunt 
per Theorema in Scholio Propoſitionis decime prime. Atque ſcien- 
dum eſt valores Terminorum prodire ſimpliciſſimos quando Terminus 
qui conſiſtit proximus intermedio quæſito, adhibetur pro Ordinata 
prima. Sed quando Terminus quæſitus longiſſime diſtat ab initio, uſui 
venit Propoſitio decima octava, ut monſtrabitur in ſequentibus. 


Ff Ex MPL UM. 


— "I IO RPO 1 tr 
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EXEMPLUM II. 


Interpolanda ſit Series 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, &c. cujus Termini ge- 
nerantur per multiplicationem continuam numerorum 1, 2, 3, 4, 5, &c. 
Quoniam hi Termini increſcunt celerrime, eorum differentiæ conficient 
progreſſionem divergentem, id quod impedit quo minus Ordinata Para- 
bolæ accedat ad veritatem. In hoc igitur & ſimilibus caſibus interpolo 
Logarithmos Terminorum, quorum utique differentiæ conſtituere que- 
unt Seriem celeriter convergentem, etiamſi ipſi Termini increſcunt ce- 
lerrime ut in Exemplo præſente. 

Propono jam inventionem Termini qui conſiſtit in medio inter duos 
primos 1 & 1. Et quoniam Logarithmi Terminorum initialium ha- 
bent differentias lente convergentes, primum quæram Terminum in 
medio conſiſtentem inter duos ab initio ſatis remotos, verbi gratia, in- 
ter. decimum primum 3628800 & decimum ſecundum 39916800: & 
ex eo dato regrediar ad Terminum quæſitum per Propoſitionem de- 
cimam ſextam. Quumque habeantur aliquot Termini conſiſtentes ex 
utraque parte intermedii qui primo eruendus eſt, inſtituo operationem 
per Caſum ſecundum Propoſitionis vigeſimæ. Etenim ubi computus 
non eſt in ſpeciebus, ſed in numeris, procedere licet hac methodo 
quotieſcunque datur fatis amplus Terminorum numerus ex utraque 
parte Termini quæſiti conſiſtentium, etiamſi ipſa Series interpolanda re- 
apſe non excurrat utrinque in infinitum. 

Excerpo nunc ex Tabula Logarithmos duodecim Terminorum, 

uorum primus eſt is Termini ſexti 120; ſic ut habeantur ſex ante, to- 
tidemque poſt illum qui quæritur. Dein quoniam Terminus ille deſi- 
deratus conſiſtit directe in medio omnium, erit in Caſu ſecundo Pro- 
poſitionis vigeſimæ prime Abſciſſa z 2 o; & propterea differentiz 
primæ, tertiæ, reliquzque ordinum imparium que in z multiplicantur, 
non ingredientur computum; igitur tantummodo colligo differentias 
ſecundas, quartas, ceteraſque in ordinibus paribus ut vides 


5 


Logarithmi 


Interpolatio Gerieruni. 111 


Logarithmi 

Diffe. 2dz 
460 — ] quartz 

2.83 73324964 669467896 | ———, ſexte 
3. 70243053644 579919470 21134180 ——pottave 
4.6055205234| 511525224 144439280 2568588 |——— (decime 
5.55976303 29457574906 10302264 1446210 [541511 
| 6.5597630329| 413926852] 76068 10 865343 [259232156590 
7.601 1557180 377885608] 5776699] 543728 [133583] 65082 
8.6 803369641 347621063 | 4490316] 355696] 72996 
9. 7942803 164321846834] 3559629 240660, 
10.9404083521] 2996322344 2869602|—— 
12.1104996111] 280287236 ——— 
13.3200195938] ——— 


Excerpo j Jam binos medips N binaſque medias differentiass 
earumque Summas pono æquales A, B, C, D, &c. reſpective ut vides 


 6.5597630329 413926852 7606810 
7. 6011557180 377885608 5776699 
48 14.1609 187509, B 791812460, C = 13383509, 
865343 259252 186390 
543728 133383 65082 
D = 1409071, E = 392835, F = 221673, 


Tum in Caſu ſecundo Propoſitionis 3 primæ; ſubſtituo o pro 
2, & i | 

63 
Twp 74 85 18 * =; © _— DT Joe 85575 E 524288 
Scribe 3 jam ipſorum A, B, C, D, E, F, valores mox repertos, & com- 
putus ſic ſe habebit 


F- &c. 


7. 8045937545 4594882787 
13568380 34401 

2098 266 

＋ 7.8047 508023 —494917454 


Ac ſubducendo Summam Terminorum negativorum ab ea affirmativo- 
rum, remanet T = 7.07552590569, Eſtque hie Logarithmus numeri 
11899423.08, utique qui conſiſtit in medio inter Terminos 3628800 
& 399 16800. 


Jam 


= = — . ——.j7ß7,ß,—,ß½.˙ꝝ..———— 12 
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Jam ſicuti Termini primarii formantur ducendo primum continue in 


numeros 1, 2, 3, 4, &c. ita per Propoſitionem decimam fextam, inter- 


medii generantur ducendo intermedium inter primum & ſecundum in 


1 : : Tbs 
numeros 12, 22, 375 475 &c. continue. Verbi gratia- productum. 


Ti 


| | O'S 1A "DHS TT PT FEES - 
ſub decem factoribus S 6 —, 75» 8—, 9 10> 


& Termino qui conſiſtit in medio inter primum & ſecundum, æquale eſt 
intermedio mox invento 11899423. 08, cujus utique locus eſt in medio 
inter decimum primum & decimum ſecundum. Igitur fi Terminus 


1 r I 3 
ille intermedius dividatur per 10 —, & quotus per 9 , & quotus 


noviſſimus per 8 Th & ſic porro uſque ad diviſorem 1 25 ultimus quo 
torum æqualis erit Termino in medio inter 1 & 1. Termini vero in- 
termedii per diviſionem illam prodeuntes ſunt . 
| Primarii. 


39916800 Intermedii 


. 11899423.08 
33 3628800. 1133278.389 
| ons SE 362880. 19292.4620 
1 5 4034 4034-40729. ; (7 
Hh 7 5040 1871.254305 To 5 1 DT 

N20 287.8852777 0 
9.52.3477 
24.11.63 172839 

6.3. 323350969 

2.1.3 29340388 
8862269251 


"-1.7724538502 


Unde conſtat Terminum inter 1 & 1 eſſe 88622692513 cujus qua- 


dratum eſt 7833. . &c. ſcilicet Area Circuli cujus Diameter eſt uni- 
tas. Atque illius Termini duplus 1.77 24538502, ſcilicet qui conſiſtit 
ante primum primarium dimidio intervalli communis, æqualis eſt Ra- 
dici quadrati numeri 3. 1415926. , &c. qui denotat Circumferentiam 

2 Circuli. 


* 
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Circuli, cujus Diameter eſt unitas. Etenim fi quadrata primariorum 
conſtituant novam Seriem 1, 1, 4, 36, 576, 14400, &c. Terminus in 
medio inter primum & ſecundum erit ad unitatem ut Area Circuli ad 
quadratum circumſcriptum : & Terminus qui conſiſtit ante primum di- 
midio intervalli communis erit ad unitatem ut Circumferentia Circuli 
ad Diametrum. Ceterum in ſequentibus monſtrabitur hujuſmodi Se- 
ries interpolari poſſe abſque Logarithmis. 


ExEMPLUM III. 


| : : 61 —— : 
Quadranda fit Curva cujus Ordinata eſt x Xx . Scribe o, 


1, 2, 3, &c, ſucceſſive pro indice a, & proveniet Series Ordinatarum 
2 


a 8 O WES I ES 
æquidiſtantium x x2 f, if" xebfo", ae e, 
&c. inter quas Ordinata propoſita locum obtinet intervallo a diſtan- 
tem ab initio. Igitur Area quæſita eundem etiam obtinebit locum inter 
Areas illarum Ordinatarum, quæ conſtituunt progreſſionem ſequen- 
tem Terminorum æquidiſtantium, | 

4-84 „ ůͤ 67 © 2ef 0+» *  0-+2y 

6 „ ben b pins Seb pL fm FO, ge. 

0 9 8+ 0 9＋ 7 b 25 

Jam ſi hæ Areæ interpolarentur per Propoſitionem decimam nonam, 
proveniret pro Area quæſità, eadem Series ac per methodum vulga- 
rem reducendi Ordinatam in Seriem convergentem ut exinde invenia- 
tur fluens. Attamen ſi Termini in Serie Arearum primo dividantur 
per Terminos hujus progreſſionis Geometricæ reſpective, nempe 


Ve, H, , f, tc. Hoe eſt, fi ponantur 
I 7 


2, 


Ne 
5 Fa 
Tr, 

Al tx Fo 0 = 

| e of on | 

e 4, 24/0 Fixe 

Z 

AZ = N : 5 : 
EN = ad 


25 : 23 


A == N 


2 Fun 367 24 F x=. 
EE 


n 
&c. 


AZ NM f 


Gg | i» 


| 
| 
E. 
1 
| 
| 
| 
| 
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& inſtituatur computus juxta Propoſitionem decimam nonam, invenien- 
tur differentiæ 


N 2A f* x84 20 8 On F, πν 8 
q — EEC 0 — 1—ůů— — — 5 — Tr — , 3 . 
9. r. A 9.6 ＋ „ 22. -H 2 Ez. G32. NU 3 C 


quibus ſubſtitutis pro A, B, C, D, &c. & a pro 2; invenies Termi- 
num diſtantia A ab initio remotum, eſſe 


x9 N N . . . F & 
OT TOE eee T6 


Sed quia Termini interpolandi diviſi erant per dignitates ipſius ef x", 
quiſque ſcilicet per dignitatem cujus index erat diſtantia Fermini ab 


initio; e contra duc Terminum mox inventum in dignitatem prædi- 


Qt binomii, cujus index eſt a, ſua utique diſtantia ab initio, & pra 


Area Curve habebitur 


— f 2x2» 


. e 2 Anfs" 
7 * eU m 1 - 1 nn. 


Vel ponendo 22 = , atque ſcribendo Seriem more Næw- 
toni, prodibit 5 


— 


— 22 A = 3 


ene =; DK. 


pro Area Curvæ cujus Ordinata in genere eſt 1 Xe Et hec 
Series tranſmutata per Propoſitionem ſeptimam, migrabit in eam New- 
toni pro quadratura Curve binomialis. Abrumpic quando index a eſt 
integer & affirmativus; ſed poſt debitam Ordinatæ preparationem a- 
brumpet ſemper ubi Curva eſt quadrabilis. Ceterum ejus uſus præci- 
puus eſt qnod exhibeat Areas in Serie admodum ſimplici. Si Coeffi- 
cientes e, f, contrariis ſignis afficiantur, præferenda eſt Series Newtoni ; 
& noſtra ubi 1iiſdem. | 


EXEMPLUM IV. 


Oporteat aſſignare Uncias Binomii ex data Uncia media in dignitate 
cujus index eſt numerus par. Si z denotet indicem dignitatis, & Un- 


: : op Ex „ 
cia media du ; | — — — 
catur continue in fractiones z; : 6 &c. facta 


erunt Unciæ reliquæ conſiſtentes ex utraque parte mediæ. 


46 = 
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| 3 Hm? .—4 
46 ff NEN 
7¹ Hams, 
440X 7F3X Fe 
i Þ 


e 


a Sa, 


a 
e . 

n Nm 
7 . anne? 
7 
uz Pubs uo 


Et fi à deſignet Unciam mediam, tum a2, 44, ab, &c. ex una parte; 
& 24, 4a, 6a, &c. ex altera deſignabunt reliquas Uncias. Dein ineun- 


do computum per caſum primum Propoſitionis vigeſimæ invenies 


45 e 9 1.36 

e Gas = hot 
eſſe Terminum Seriei interpolande, cujus diſtantia a Termino media 
a eſt ad intervallum commune primariorum ut ad Binarium. Exem- 
pli gratiâ, in dignitate decima ſecunda Unciz ſunt 1, 12, 66, 220, 495, 
792, 924, 792, &c. exiſtente Uncia media a= 924. Et ſi quæratur ea 
que. ternario diſtat a media, erit 7=63 quo ſubſtituto, & 12 pro 75 
prodit 5 


„ 32 20 


pro Uncia quæſita, abrumpente Serie: & hi Termini libetati a fracti- 

onibus ſunt 925 - 1188 ＋ 594 - 110, quorum ſumma ſub proprus 

ſignis eſt 220, qui eſt valor Unciæ quæſitæ. | | | 
Et ad eundem modum f index » fit numerus impar, & A altera e 

mediis Unciis; tum erit | 

r os CC DC 

| 4n+5 6. F 8.2+9 

Uncia cujus diſtantia a puncto inter duas medias Uncias intermedio, eſt 


ad intervallum commune ut r ad Binarium. 
Et he Series in permagna dignitate convergent dummodo interval- 


lum inter Unciam mediam & quzſitam fit exiguum reſpectu indicis 
poteſtatis, 


SCHOLION, 


' 
ee —— "of 


| 
[ 
N 
i . 
i 
N 
| 
| 


( 
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SCHOLION, 


Poſtquam Series interpolanda debite præparatur per Propoſitionem de- 
cimam ſeptimam; etiamſi eadem utrinque excurrat in infinitum procedere 
licet per Propoſitionem decimam nonam preterquam ubi Termini a 
medio hinc inde æqualiter diſtantes ſunt inter ſe æquales: ubi hoc ac- 
cidit, adhibeatur caſus primus Propoſitionis vigeſimæ, fi Terminus qui- 
vis primarius quodam jure vindicet locum.in medio omnium : vel fi duo 
Termini eodem jure locum medium vindicent, adhibeatur caſus ſecundus 
ejuſdem Propoſitionis. Et in aliis cafibus ad libitum fere proceditur. 


PROPOSIT IO XXII. 


Data Serie Terminorum æquidiſtantium, mvenire Termi- 
num quemvis primarium vel intermedium utcunque 
longe dliſtantem ab initio Series. 5 


Si Terminus quæſitus longe removetur a principio, tum per Propoſi- 
tionem decimam octavam quære aliam Seriem in qua Terminus ille 
deſideratus conſtituet Terminum prope initium, dein procede ut in Pro- 
poſitione ſuperiore. 


Ex EM PLUM I. 


2 : . . x . 4 IT - | 
Proponatur invenire Terminum quemvis hujus Seriei, 1, f A, OY, 
. 1 33 
- C, 7 D, &c. a principio quantumvis magno intervallo n diſtantem. 
Per Propoſitionem decimam octavam, Terminus Seriei 
i u' z' A' 


qui conſiſtit ante primum dimidio intervalli communis, æqualis erit 


Termino Seriei prioris cujus intervallum ab initio eſt n. Conſtat au- 
tem per Exemplum ſecundum Propoſitionis vigeſimæ primæ, Termi- 
num dimidio intervalli communis diftantem ante primum in Serie Nu- 


meratorum, 1, 1.1, 1.1.2, 1. 1. 2.3, &c. id eſt, in hac 1, 1, 2, 6, 24, 120, 


&c. eſſe Radicem quadratam Numeri 3.1415926... . &c, Quare tan- 


tum interpolo Denominatores nempe 


1 | I 


. * 1 
* Ai: PTC m-1.md-2.m-3 * £ 
| $ 
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Et quoniam hæc Series continuari poteſt utrinque in infinitum; actu 
| continuabitur, & e vadet | 
I 1 
&c. m—2 Mo — 1. n, —1 N, M, 1; Ei- Yi &c. 
Ubi Tepimine quæſitus conſiſtit in medio inter duos medios m & 1: ſed 


quia differentiæ horum Terminorum ſunt permagnæ; ducantur ii a 
medio hinc __ æqualiter diſtantes in ſe mutuo; hoc eſt, in 13 


2 & ſic porro; & 1 nova Series \ 


& (NT — 1 „ — 4.2 

u 2 2 * — — i , m, 19 25 Sb * „=I in- 27 
utrinque excurrens in infinitum, & habens Terminos inter ſe æquales 
qui æqualiter diſtant a medio. Sed & Terminus in medio conſiſtens 


inter duos medios primarios n & m eſt quadratum ejus in medio in- 
ter M & 1 in Serie priore. In noviſſima igitur Serie quæratur Termi- 


nus ille inter 92 & m per Caſum ſecundum Propoſitionis vigeſimæ, & 
idem invenietur | 


FE OY OO FIRE: not A 

| N 7 Pr 5 I ＋ 728. PET CZ Ez - þ ee. 
Quam ducito in Circumferentiam Circuli, ſcilicer Terminum reſpecti- 
vum in Serie. ant * beer pro quadrato Termini quæſiti 


_25C 49D 
3. 14169 « . bee. in mb = = tit. T6 Xe: 


— C, &c. . 


2 
Igitur Terminus Seriei propoſitæ 1, = A, <p, 2 


intervallo # ab initio æqvalis eſt mediæ 3 inter Circum- 

ferentiam Circuli & Seriem illam; quæ eo citius convergit quo major 

eſt m, hoc eſt quo longius diſtat ab initio Terminus quæſitus. 
Exempli gratia ſit »= 100 & primus Terminus Seriei erit Circumfe- 


rentia Circuli ducta in 100, five A = 314. 159273 dein erit 
250 314-15927 


2 TOE 9B 
Be 77762, C=73777 = 00858, D = 7 163 Ks oe 
=.00017 z atque ſumma en quatuor Terminorum eſt - - 


314.94504, cujus Radix quadrata 17.7467079 eſt Terminus k 
centeſimus primus Seriei interpolandæ; ſive productum 314. 94564 


&. 3. 
ſub factoribus SAY 22 * &c. quorum numerus eſt 
Centum. Et eidem ratione invenire licet Terminum quemvis inter- 
H h medium: 
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medium: nam fi pro m ſcribatur 99 , habebitur Terminus in medio 


Bien 
inter centeſimum & centeſimum primum. Vel ſi ſubſtituatur 997 


pro m, habebitur Terminus conſiſtens poſt centeſimum tertià parte in- 


tervalli communis. . Ly 
Notandum eſt, poſſe Terminorum alicujus Sertei reciprocos interpo- 
lari: fic reciproci Terminorum in Serie noviſſimà conſtituunt Seriem 


13 K. 2 B, 2. 2. Ya D, &c. in qua Terminus ab initio remotus 
2 4 | 


. = . I . . —_ CI - 
intervallo quovis æquali > u, æqualis erit Termino Seriei 


a J he 
| of mit“ u' u- mp7 © 
qui conſiſtit in medio inter primum & ſecundum; quique proinde in- 
venietur eſſe media proportionalis inter Seriem ſequentem 


1 A. v8 25C 49D 
r 


& numerum 6366197723676 qui æqualis eſt unitati diviſæ per ſemi- 
circumferentiam Circuli: id quod conſtabit inſiſtendo veſtigiis prioris 
partis hujus Exempli. | 


ExEMPLUM II. 

| . BO 2 5 8 11 6 

Quæratur Terminus hujus Seriei 1, —A, 4 B, 7 of —D, &c. 
quantumvis remotus ab initio; ſcilicet intervallo m: & per Propoſi- 
tionem decimam oftavam Terminus ille æquabitur Termino hujus Seriei 

2a 5b 8c 11d & | | 
Jai zug! Ja f amen e. 

qui conſiſtit ante primum tertia parte intervalli communis. Igitur in- 
tercalentur Numeratores & Denominatores ſeorſim ut in Exemplo ſe- 
cundo Propoſitionis vigeſimæ prime, ſcilicet per Logarithmos; & 
habebitur Terminus quæſitus. | 


SCHOLION. 


Hine conſtat Terminos Serierum longiſſime diſtantes erui poſſe non 
minus accurate ac intermedu ſub initio, Sed in Serie interpolandi 1, 
8 . 


7 
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1 „ i Wy . 
— A, == B, &c. ſi differentia inter ? & , ſit magna, magnus item 
erit labor in inveniendo quovis Termino. Caſus autem omnium facil- 


limus eſt ubi p—r eſt æqualis * ut in Exemplo primo, præter- 
quam ubi differentia illa eſt numerus integer quo in Caſu Series erit ac- 
curate interpolabilis. | 


Pzorovitio XXIII. 


 Invenire rationem quam habet Uncia media ad Summam 
omnium Unciarum in quacunque dignitate binomii. 


Holutio prior. 


Si index dignitatis fit numerus par, appelletur 2; vel ſi fit impar, 
voceter 2-1; eritque ut Uncia media ad Summam omnium ejuſdem 


dignitatis, ita Unitas ad mediam proportionalem inter ſemicircumfe- 
rentiam Circuli & alterutram Serierum ſequentium 


E 1 250 , 49D 81E 
TE; | n+ 2.n+2 + 4. 4 + 6.146 45 8. 8 + 10. Io —— &c. 
YE Vel 
3 9B 25C 49D 81E 
1 z „r . Jug tons. &c. 


Exempli gratià, fi quæratur ratio Unciæ mediæ ad Summam omnium 
in dignitate centeſima vel nonageſima noni, erit 

„ 100; qui multiplicatus in ſemiperiferiam Circuli, 1 57.075963 2679 
producit primum Terminum A = 157.7963 2679 769998 199 


A B 250 1665861 
dein erit B = 7 C =p 283 856 &c. atque 6; 48 "fo 
perficiendo computum ut in margine, invenietur Sum- 37137 
ma Terminorum 137. 866984459, cujus Radix qua- 2734 
drata 12.5645 129018 eſt ad unitatem ut Summa om- * 


nium Unciarum ad mediam in dignitate centeſimà 
vel nonageſimà noni. Eſt autem hic computus per 3 


priorem Seriem: nam licet exigua ſit differentia, præ- N 
fero eam in qui Termini ſunt omnes ejuſdem ſigni, 57˙866984459 


Solutis 
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ly a wt ee 


Mlanente n ut antea; exit Summa omnium Uneiarum ad mediam in 
e ratione a Circuli ad alterutram Serierum Auen fande 


"7 25C „ 49D E 8 
. re ＋ . N dern 6e. 5 
4 _ 
. ==; S + ED. Es + oc. 


Vel quod. eodem ny 3 a= 6366197723676, quoto ſcilicet 
qui prodit dividendo unitatem per ſemicircumferentiam Circuli; & me- 
dia proportionalis inter numerum à & aſterutram illarum Serierum erit 
ad unitatem ut Uncia a. media ad ſummam omnium. | 

Ot fi fir index n= = 100, ut in N ſuperi- 006031660630; 


ore; erit per Seriem —_— Amz— b ve 20h | 7 28887 
= 2553229 

C= = : —- &c. Ex calculo: autem appo-, - 923 nc 
420 042 * 5 8 /4q 

fito patet Summam Terminorum eſſe „ 10499 
006334446707 87, cujus Radix quadrata 934 
0795892373872 eſt ad unitatem ut Uncia media | 98 
ad Summam omnium in dignirate nonagefima nona 1 1 


vel centeſima. N * 

Et fic omnino ſunt quatuor Series ejuſdem ſim- TI 
plicitatis pro ſolutione hujus Problematis. Cete- -00633444670787 
rum in praxi non opus eſt recurrere ad Series: nam ſufficit mp me- 


diam proportionalem inter ſemicircumferentiam Circuli & nþ= ; hac 


enim ſemper approximabit propius quam duo primi Termini Seriei, 
e etiam a Ji ſolus „ bee ſufficit. Exempli gratia, fi fit 


1100, erit 2 ＋ 2 7 = 100 = qui ductus in ſemicircumferentiam Cir- | 


culi producit I57. 866, e Radix quadrata eſt 12. 5644, unitate defi- 
eiens in ultima figura. | 

Eadem vero approximatio aliter & praxi forte commodior ſic enun- 
ciatur. Pone c ad unitatem ut quadratum Diametri ad Circulum; hoc 


elt * C=1.27323954473523 eritque ſumma Unciarum ad mediam ut 
Uncia 


2 
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quamproxime, exiſtente errore in exceſſu circiter 


. 5 
Unitas ad 
tas rs or 
13 
16un 


quadrata . 7958973 accurata eſt in ſextà decimali: quæ vero diviſa 
per 162n, hoc eſt per 160000, dabit correctionem .00000050 3 & 


hæc ſubducta de Approximatione, relinquit numerum quæſitum 
.07958923 accuratum in ultima figura. 


C 7 f 
e 4 7 2.00633 ejuſque Radi 
27. Tf. Sit loo, erit Fro 006334525, &uique Radix 


Similiter fit 2 = 900, erit In = .000706962545, cujus Radix 


quadrata ,026588767 ſuperat verum binario in ultima figura. Sin ve- 
ro correctio computetur ac ſubducatur de Approximatione, habebitur 
numerus quæſitus accuratus in decimà tertia decimali. 

Hem vero Approximationem æque facilem & magis accuratam. Dit- 
ferentia inter Logarithmos numerorum #2 & —2, dividatur per 
16, & quotus adjiciatur dimidio Logarithmi indicis 2, huic dein ſummæ 
addatur Logarithmus conſtans . 980599385151, ſcilicet dimidium Lo- 
gartthmi ſemicircumferentiæ Circuli, & ſumma noviſſima erit Logarith- 
mus numeri qui eſt ad unitatem ut ſumma Unciarum ad mediam. 
Verbi gratia, ſit » = 9oo, computus erit 33 0 


1 

2 J, 9 D 14771212547 
16) Diff. Log. 902 & 898 000 1206376 
Log. conſtans P57 0980599385 
Summa | | 1.5753018308 


Et hæc Summa verum ſuperat binario, in ultima figuri, eftque Lo- 
garithmus numeri 37. 6098698 qui eſt ad unitatem ut ſumma Unciarum 
ad mediam in poteſtate goo vel 899. Et ſi vis illius numeri recipro- 
cum, ſume complementum Logarithmi, ſcilicet — 2.424698 1692, & 
numerus eidem correſpondens erit . 265887652 qui monſtrat rationem 
Unciæ mediæ ad ſummam omnium in prædictis dignitatibus. 


„„ 4 HARA MST HATED 


Dignitates Binomii, quarum indices ſunt numeri pares, habent unam 
Unciam mediam; ez vero, quarum indices ſunt impares, habent du- 
as Uncias medias. Et hinc oriuntur duo Caſus Problematis. Primo 
quando index eſt par, divide ſummas Unciarum 1, 4, 16, 64, 256, 

1024, &c. per ſuas Uncias medias, 1, 2, 6, 20, 70, 252, &c. & quoti 


„% T1 2 4 6 8 | 
5 3 5 35 63 „&c. hve I, ”= A, 3 B, 5 . 7 D, &c. e- 
| | 11 runt 


1, 2 


OCs a" 2 


— == CES Gr on —u— —œääõö es 


— ———̃ — l — , Ave HR Is A es 
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runt ad unitatem ut ſummæ Unciarum ad Uncias medias in diverſis 
dignitatibus. 
Similiter fi ſumme Unciarum in dignitatibus imparibus, ſcilicet 2, 
8, 32, 128, 512, &c. dividantur per Uncias ſuas oe 2, 40, 35. 
„„ 


126, & c. rurſus prodibunt idem quoti, utpote 2, —, xe. 


| 8 306: 5 
Nam eadem eſt relatio inter ſummam Unciarum & Unciam mediam in 
2 dignitate pare, quæ eſt inter ſummam Unciarum & Unciam me- 

iam in dignitate impare proxime inferiori. Adeoque interpolatio Se- 


| 8 
riei, Is —A, MN 7 ＋ C, T — D, &c. ut in Exemplo primo Propoſi- 


tionis vigeſimæ ſecundæ, ſolvit utrumque Caſum Problematis. Sed hic 


dabimus inveſtigationem har um Serierum abſque methodo Differentiali. 
Analyſis 9 olutionis prioris. © 


Series interpolanda 1, f — A, K B, &c. definitur Equations T* 
1 ＋2 


225 T. ubi 1 eſt quantitas : variabilis, gjuſque AT Os i D 2, 


46, 8, &c. ſcilicet indices dignitatum quando ſunt pares, vel indices au- 
cti unitate quando ſunt impares. Quadra utramque partem ÆEquati- 


onis reſolvendæ, & habebitur T' T'= 2 TT. vel quod idem 


/ 


eſt TT. LAX TTT mn . Aſſume jam 
By Cn | 
rr AEF top eee 


Et poſt debitam reductionem j ER præcepta jam tradita, i invenies 


TAT BTA T= &c. 


In qui ſcribe valores variabilium conſequentes pro e hoc 
eſt, T'T' pro TT, & nu+2 1725 u, & emerget 
TIER C—2B _D—4c_ 


Tum ſumendo horum yalorum differentiam, & ducendo eandem in 
42, prodibit 


2C—4B , 4D— 16C 


EIXTTETT -= Af * + SEE + + &. 


Ceterum 
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Ceterum in valore ipſius T T prius aſſumpto, fi fcribatur "7" pro 7, 
habebitur 


T'T'=7F5 in 2 ＋ op + ee + azz 22 1 
Atque dividendo per x2, 


FF B 8 D 
n+: SIT +4 5 2A. 1b © uA. u -O. 1-8 ＋ &c. 


Subſtitue jam in Æquatione reſolvenda, valores ipſorum TT., I 


* 


FT TF & ma Ty ad eandem formam reductos, & reſultabit 


4C—9B , 6D—2;C _ 8E—49D 
25A 1 4 ＋ nA. 1-6 15 nA. u-. 1-8 
Denique ponendo Numeratores nihilo æquales, habebis 2B — A So, 
4C—9gB=o, 6D—25 C=, 8E—49D=o, &c. Et he ſunt relationes 
Coefficientium in prima Serie, Et ad eundem modum eruitur Series 
poſterior in Solutione priore. 


I &c. So. 


Analyſis Solutioms poſterioris. 


| : 3 i I 
Solutio poſterior perficitur interpolando Seriem 1, — a, 1 > Go 


- d, &c. cujus Termini ſunt reciproci eorum in priore : ea vero defi- 


NI 
nitur Æquatione T'= 22 1 in qua valores ipſius ſucceſſi vi ſunt 


o, 2, 4, 6, 8, &c. ut ante. Et quadrando evadit T' T' = er Y. 


hoc eſt, == an+3 I FF 1 —2. 1 +I n 
Fi 98 * nunc 


11 == ＋ 5 * 72 U Mp5 TIE ira 
&c. 
Er ſubſtituendo +2 pro u, pr pas 
| F A B 
T 1 + 5 3.145 T Em 5 22 + n 3. 1 -g. N 1g 
＋&c. 


adeoque 
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8 
r 
1 = - End SIT 
＋ &c. 
quæ ad debiram 1 4 reducta fit 


ef Te e 
Scribe j 885 Beier valores in ZEquatione reſolvenda, atque reſultabit 
in pang Ls. 1 -. T5. 1 T7. . 
I &C. So. 
Ubi Numeratores æquati nihilo, dabunt 5 1 Se- 
riei prioris in Solutione poſteriore. 


Quod autem Coefficiens A fit in uno Caſu femicircumferentia Cir- 
culi, & ejuſdem reciproca in _— fic demonſtratur. Per Seriem 


priorem eſt TT=Az in 1 22 = & c. Et quo major eſt , eo 


propius Æquatio Tin = A, wind ad veritatem, quoniam Termini 


. tandem evadent infinite minores prioribus. Igitur in Æ- 
T | . 
quatione TT An, vel A=, fi pro * ſucceſſive ſcribantur ejus 


valores, 2, 4, 6, 8, 10, &c. & ſimul quadrata Terminorum correſpon- 
dentium pro TT} orientur Æquationes continue approximantes ad 
verum iplius A valorem, fcilicet 


A == 2» 


24 48 80 


Quare valor ipſius A eſt factum ſub ompibus 2x0 KEN ORE” K 9 


25 49 
uſque in infinitum; quod æquale eſt ſemicircumferentiæ Circuli per 
Arithmeticam Infinitorum Walliſi. 


PRopos1r10 


— 


7 
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ProroSITIO XXIV. 


& in Ordinata Carve N 9 NIN ſceribantur 
 ſucceſſrve numeri integri o, 1, 2, 3, 45 Sc. pro 2, 
dico eaudem eſſe relationem inter Areas Ordmatarnm 
provenientium, que eft inter Terminos Serie: a, 


5a, 2 =c, 4, Sc. modo abſciſſa x ſit æ- 


qualis unitati. 


Sint enim Areæ & Ordinatæ correſpondentes 


Areæ Ordinata 
** 1 eee 


© > We 
a 5 e eee 


A 

B 

C 

D * —- 
E 
&c 


>” 


Xx 1—* 
o T3 
* & C. 


Tum comparando haſce Areas per Propoſitionem ſeptimam Newtoni 
de Quadratura Curvarum, invenies | 


7 I 
2 _ B- U x 1— 1 
by PI 0 
92 Cond „ 
P 2 . 
"Jen 7 1-3 Docs t * 1 
P 3 f 

&c. 


K k Sit 


— —— 


intermedium, intervallo z 
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Sit jam x æqualis unitati, ut in Theoremate ponitur; eritque 1 — 


* ; quo in caſu relatio Arearum fit 5 = A, =. 


D 2 2 — . 25 D, &c. Adeoque eadem eſt relatio inter A- 


72 7 
reas harum Curvarum & Terminos Seriei propoſitæ, quando Abſciſſa 
x eſt unitas. Q. E. D. | 


Corollarium. Hine in Serie a, 7 — = 2 c, &c. fi Z deno- 


tet intervallum inter primum Terminum a, & alium quemvis T pri- 

marium vel intermedium; erit ut Area Curvæ cujus Ordinata eſt 
E e 21 

«„ „ Ix Eh oo ad Aream Curve cujus Ordinata eſt * 6d X 


—— —1 
I , ita Terminus 3 a ad alium quemvis primarium vel 
iſtantem ab initio. . 


 EXEMPLUM I. 


Detur Series intercalanda I, 2 _— 2 4 55 2 6 6. Fi 3 &c. Quoniam dif- 


ferentia communis tum n = Denominatorum eſt 2; 
divide eoſdem per binarium, ut differentia illa fiat unitas ut in Theo- 

1 Is. « * £ 
remate; & evadet Series , 1%. FR Kc. quæ collata cum ea in 


Propoligione, dat pf, = 3 e fubſticatis, erit ut * en Or- 


12 „ = : ad Aream Ordinate: x = x I , id eſt, ut 


R * 


Area hujus — ad Aream hujus rr ita primus Terminus Se- 


riei, ſive unitas ad alium quernyis primarium vel intermedium intervallo 


2 diſtantem ab initio. ' 
Ut fi Terminus — conſiſtat in medio i inter primum & ſe- 


LA 


& 


cundum, erit 2 2 qu in Caſu fit Ordinata Poſterior — » ſive 


k 1 
= adeoque ut Area Ordinatz e eee ad Aream Ordinatæ —=— * = 


id eſt, ut Circumferentia Circuli 3. 1415926 -- - & c. ad 2, ita unitas ad 
Terminum in medio inter primum & ſecundum; qui hoc pacto prodit 
.63661977 - &c. 

Si 
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Si ejuſdem Seriei quæratur Terminus centeſimus primus, erit 2 2 
4; 100 


100; adeoque ut 3.1415 --- &c. ad Aream Ordinatæ J== ita u- 
X- 


E : - I 
nitas ad Terminum Propoſitum. Et ſimiliter ponendo z=100 , 


Terminus in medio inter centeſimum primum & centeſimum ſecun- 
dum determinabitur per Circumferentiam Circuli & Aream Ordinatæ 


„100 
K* 1 


=: ubique tamen ſumendo partes Arearum que jacent ſupra Ab- 


ſciſſam unitati æqualem. | | 
Poſſunt etiam Terminorum reciproci interpolari, idque nonnunquam 


magis commode quam ipſi Termini. Reciproci Terminorum in no. 


viſſima Serie ſunt 1, = 4 7 b, &c. adeoque eſt Fr =1, pr & 


. . — —— 1 N . 
inde ut Area Ordinatz © x 1—x ad Aream Ordinatz x x 


m_ 2 o 5 "I ; o _ 4 . . „ 
I—, ita primus Terminus ad illum diſtantem intervallo z ab ini- 
2 


tio: id eſt, ut 2 ad Aream Ordinatæ =7= 3 nam prior Curve 
eſt quadrabilis. | 
Ex EMPHTIUM II. 


10 


Interpolanda ſit Series 1, = a, —b, tc, _ d, &c. Divide Nume- 


ratores & Denominatores per eorum incrementum 3; & invenies p = 
2 1 0 . « Bah IgE, : 
3 r! hinc fit Ordinata prior x7 X 1, ſive 

| I 3 K * . bis 
2288 — & poſterior : . Den ut Area illt- 
VX — 2 + xt Vat —2x) N 
us ad Aream hujus ita primus Terminus Seriei ad alium quemcunque 
cujus diſtantia ab initio eſt z. 


PRO POSITIO XXV. 


$: in Ordmata Curve x. It [ertbantur ſucceſ- 
ceſſive numert integri o, 1, 2, 3, 4, c. pro æ, eadem 


ęrit relatio inter Areas Ordinatarum Pprovenientium 
| que 


—— WH ea As. ᷣ — — 


——— 


— — —— — - RS UU r: ᷣ % ũ ůůʒ⁴. 2 
a a —— — - 
4 


I» — 22 2 — — — 
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1 — * * I. 


gue et inter Terminos Feriei a, 5, Footy © + nr, 
| = 


3% Sc. Ub: Numeratores continue inc _ De- 


* vero decreſcunt, Et hic quoque pono Ab- 
ſciſſam x unitati æqualem. 1 


Hæc Propoſitio demonſtratur ad modum ſuperioris. 
11 2 IE, 1 3 


5 Uarium. Hinc * , _— &c. ut 
_ Corollarium. Hinc in Serie 8, Four Gn ne, 
Tinilitus primus à ad alium quemvis intervallo z diſtantem a princi- 


pio, ita Area Curve cujus Ordinata eſt of Xo... ad Aream Cur- 
Ve cujus Ordinata eft 1 A 


EXE MPBLUNM 1. 


— 1 — 
Peter s Series in terpolanda 1, 24, — 2 . 1 c, 


Termini ſunt Unciæ binomii in "EM cujus index eſt 2. Quoni- 


am hæc Series non cadit directe ſub hac Propoſitione, interpolo Ter- 


I 2 
minorum e de I, 4, —t b, — c, &c. quo pacto erit 7=1, 


= d, &c. cujus 
4 ; 


="; adeoque ut Area Ordinatz x” x I— ad Aream Cedivats: 


2K a 
«„. XI, ita unitas ad Terminum intervallo z diſtantem a pre 


cipio, in Serie poſteriore: vel ut Area Ordinatæ . * lx ad —— n —— | 


ita unitas ad Terminum in priore Serie, intervallo z remotum ab 
initio. 


Ut fi deſideretur Uncia Termini quinti in e nona, "mY 7 = 


9, Z=43 quibus ſcriptis, erit Area Ordinatæ x Xi ad = ut u- 
nitas ad Unciam quæſitam. ao _— evoluta eſt x* —4x*+ 


6x7 = 4k _ ejuſque Area © — Eb 5 770 five =" Tum 


WY] 
ut 1260 ad 10 ita unitas ad 126, quæ eſt Uncia propoſita. 


0 
45 


EXEMPLUM 
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ExXEMPLUM II. 


Si in poteſtate ſimplici Binomii, quæratur Terminus qui conſiſtit in 
* . g * » » * LE] I 
medio inter duas Uncias 1 & 1; erit index binomii =, =—=3 & 


: 9105 1 1 - - 
exinde ut Area Ordinatæ x* X 1—x* ad = hoc eſt, ut Area Circuli ad 


quadratum Circumſcriptum ita unitas ad Terminum inter Uncias 1 & 1. 


SCHOLION, 


Quando Curve quadrandæ ſunt plurimarum dimenſionum, inveni- 
endz ſunt aliquot earum Ordinatæ per Tabulam Logarithmorum; ex 
quibus dabuntur Areæ per Parabolam Newtoni, Quod fi relatio Ter- 
minorum in Serie interpolanda fit inter plures Terminos, abſolvetur 
interpolatio per Comparationem aliarum Curvarum. Sed hanc materi- 
am miſſam faciens adjungam quædam de aliis methodis interpolandi. 


ProPosITIO XXVI. = 


S: Series interpolanda fit 1, = a, = b, == c = d, Cc. 


| & ponatur u=r —p, atque 


NN Hema) _ | ; 


B= F. i A, 
. B A, 
ln 5. A. 
| E=. is D Tc TBT T. 1 
4 — 5 — 12 n — n—1 1—2 „— 
r e er e 
n 
&c. 


T1] Tum 


130 Err Serierum. 
Tum erit in AZ += ra Sc. Termi- 


nus Heriei interpolandæ primarius vel inter medius „ cu- 
Jus diſtantia ab mitio eſt 2-9. 


Notandum eſt Coefficientem A, per Propoſitionem decimam octa- 


vam æqualem eſſe Termino in Serie Numeratorur Pa r+1.0 „A. c, 
& c. diſtantem intervallo p—r ab initio; eamque determinari per Ex- 
| empluny ſecundum Propoſitionis vigeſimæ primæ. 


| DEMONSTRATI1O. 


Series propoſita definitur Equatione differentiali T'= = ; abi 


eſt z=r7—# ut in Theoremate & ſucceſſivi valores indeterminate 2 
ſunt P. 7E, PE 2, &c. 185 * 


1 a2 = = += + Z+ &c. 


dein pro T & z ſcribe earum valores ſuccedentes T & ZI, re- 
1 & emerget 


T = ITI i in Abt _ + =; = VL. 24D? + &e. 
Vel eyolvendo dignitates | 

T'=2* in A | 

— * 1 * —1 +6 Neel e C4 + &c 


Zquatio reſolvenda 7 = T, hunc in modum ſcfibFur T' 2mm 


Tz Taro; & in eadem ſubſtituantur valores ipſorum T & T., 
atque reſultabit 


2 in — 22 21. 1 ce. as an 


22 02? 
Ponantur 3 Jam Numeratores æcuales nihil, Keb * 2 — 1 in 


A, C ===. =; in B+ A, & Arque producendo computum, 


reliquæ Corfficientes . in Theoremate. Q. E. D. 


, EXEMPLUM 


N 
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ExEMPIVM I. 
Proponatur Series 1, = a, L b, e, 4d, &c. quæ definitur E- 
4 | nr eng ol” 9 
quatione T' === T, in qua valores ſucceſſivi ipſius z ſunt 1, 2, 35 


; 3 3 2— 
4, &c. hæc comparata cum Æquatione T'== T, dat — ; 


& exinde 
=> in A | 2 Ax; 
3 2 
C26 in B — 5 1 =A XZ» 
7-7 2. & | A4 
D Tx AK 
= 3. 5 - 8 
E = 2 in 5 SA # Ax yet 
— 99 7 3 . _ 6237 
F = in E56 D ＋ C 32 B ＋ 380 Ax i 
e. 
Adeoque 


ei £6640; 1 25 105 1659 6237 7 . 
r = r in 1 T N Te T 3276820 e Le. 
Quantitas autem A in hujuſmodi Exemplis fic determinari poſſit. 
Per relationem Terminorum interpolandorum quære primarium quem- 
vis ſatis longe diſtantem ab initio, verbi gratia decimum ſextum, qui 
hic prodit . 144464448 - & c. Hunc ſcribe pro T & interea pro z 
valorem ſuum correſpondentem, nempe 16; atque habebis 
e 
144464448 = Tin Pg= — 2 ＋&c. 

N 1 | 1127 8 : . , | A 2 

vel colligendo Terminos in unam Summam, 144444 = in 


1.242262), unde prodit A=.5641 89583548 : quo dato dabitur T 
in alio quovis caſu per Terminos pauciflimos ſui valoris, 


EXEMPLUM 


- 


by 1 . * 
otratio N. 


132 


 ExzmPivym HII. 


Interpolanda ft Series I, a, B,; —c, 10 4. &c. que definitur 


jo 
Equatione T 2 T. exiſtentibus 7 7 7 7. 4 F' | &c. valoribus 


Abſciſſæ z ſucceſſivis: hæc comparata cum Equaione in Theoremate 
dat u == quo ſubſtituto obtinebitur | 


2 _ 5610 _ | 
rA 35 —93 . Se ＋ 796832. 196832 T 7771772 1771472" ＋ Kc. 


Jam ad OE: x Coefficientem A, quæro Terminum decimum 
quartum Seriei interpolandæ, qui prodit 4.652136: hunc deinde va- 


lorem ſcribe pro T, & pro z valorem ſuum decimum quantum = at· 


3 
que habeo 


> . Afi. ” ; 13 
4.652136 = A /e mrs 245600 f ce. 


unam ſummam, obtineo +" FW 1 8 A2 
1.978365. Data nunc A, Terminus quilibet alius invenietur ſumma 
facilitate. Quzratur is qui conſiſtjt terria parte intervalli communis 
ante milleſimum primum: pro ſcribe fuum valorem ver 


tem 1000, & valor ipſius T prodibit 10 A in 18885 =, live. T'= 


19.78343. Nam ubi Terminus deſideratus longe at a 4 Principio & 


computus non eft producendus ad * Higuras perpauci To 
in Tore: ipfivs: T "abunde fufctunt. 993 - x W hs EET 


Sc 1 0 LI 0 u. | | 
Eodem "OA quo in hac 8 Radi excraktur ex - 


quatione T. == To Fee, 0 etiam OX al. A BY ſub hac 
formi eee £7 05 oy 


. * =T"x PITT as. 


Nam 
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Nam eſt index 1=a—- per Propoſitionem ſextam ; & inde forma Se- 
riei pro T aſſumenda erit 
T=Az TBZ TC + &c. 
Quippe in hujuſmodi Seriebus quæ ſunt Radices AX quationum Differen- 
tialium, indices ipſius z habent Unitatem pro decremento, præter- 
quam in quibuſdam caſibus valde particularibus. Habito igitur indice 


| dee Z in primo Termino habetur forma Seriei aſſumendæ pro Ra- 
ice T: dein ſcribendo 2 I pro z, & T' pro T, prodibit | 


T= ATN +B 2+ TC“. &c. 
Tum reducendo hunc valorem ad formam ipſius T, ut ſupra oſten- 
ſum eſt, & ducendo utrumque valorem in quantitates quas præcipit 
Zquatio reſolvenda ; dabuntur Coefficientes aſſumptæ ex collatione 


membrorum homologorum in Æquatione reſultante 
ProposITIO XXVII. 
K Ane ad Seriem 2 1 T'== Cr T, erit ; Radix 


& 222 . Acer 
C 


4 Fquatio reſolvenda T'= - hunc in modum ſcribatur zz T 


ST 
2T'—z 725 o, & om | 


* e 2+1. > TA" r 1 = ＋ r. 


| 9 
1 BB - 0 1 5 whe I 1 
os +25 1 r 2 TI. 22.23. ＋4 
rey A | "EM 
' Unde 5 
3 3D 4E 


T=T= 2. = + . TI. X 2 95 ZEAL FS KTI X ＋2 2 a+4 Þ &c. 


| Et 3 in 22 
r- re * — + + — — - + &c. 
r . r 1 73 r 9 ＋3 44 
* Atque per reductionem 
20—B 3D— 40 4E—9 
re- Bt 21 * 201.242 * PI 2 + 
| M m 


Hunc 


— — — ET 
* — ATA FP RR » 
oY 


134 Interpolatio Scrierum. 
Hunc valorem ſcribe pro zz T- zZ T', & 13 T' ſyum valorem ha- 
ctenus repertum, atque reſultabit 


2C—+:B 35 — C0 -- SED | | 
B—AT "2H Tz 2 PEI .2-|-2 TTT s * 3 
Et per collationem membrorum homologorum, B = —A, * Wo | 


p- Ac. Es. &c. Hi ſunt valores Coefficientium : quod 
fi A, B C, &c. denotene totos Terminos, prodibit valor 8 Tj Jam 
aſſignatus. ba N 5 


. EXEMPLUM, 


8895 Walliſus, ultimum Terminum hujus Seriei 15 —A, 2 


25 
; 
25 C, - ED. &c. eſſe Aream Circuli cujus Diameter eſt unitas 3 E 


ubi Denominatores | ſunt quadrata numerorum imparium, & uni- 
tate majores Numeratoribus. Videamus autem hic quiſnam ſit 


e 
ukimus Terminus hojus 5 Ea, = B, = C, 5; D. &c. abi 


Numeratores ſunt quadrata numerorum parium & unitate majores De- 
nominatoribus. Equatio ad hanc Seriem erit = RALr. exiſten- 
tibus 1, 2, 3, 4, &c. valoribus Abſciſite 2 ſucceſſivis: 1 * 


rando hanc Equationem cum ina in Propoſiti itione, erit - quo 


fubſtituto 9 


EE) HEY 2 | 2 
223 +þ = xt "EY 12. ＋2 * 16. 3 += 20. = = + &. 


Er ad 1 Coefficientem A, quære Terminum Seriei de- 
cimum, nempe 1.5300. 1727.35, quem ſubſtitue pro T, & interea pro 


z valorem ſuum correſpondentem 10 ; atque obtinebis 


FFC | 
1.5300.1727.35 = Ain e 4.8.10. 11448. 12. 10.11.12 — Ke. 
Hoc eſt, colligendo Terminos in unum, - 1.5300.1727.35 A in 
9740.392454, & exinde A1. 37079633, utique ſemicircumferentiæ 
Circuli: quo dato, faciflime dabitur Terminus quilibet Seriei interpo- 


landz primarius vel intermedius, Conſtat autem ultimum ejus Ter- 
minum, 


yen — . ̃ͤGöũꝛ . . %⅛—⅛r! 2 —o¼ßrꝙõ?—)' . 
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„ 4.16, 26 64: 1 
minum, ſive factum ſub omnibus 3 * 1% * gx 5g N 99 X &c. æquale 


eſſe primo Coefficienti A, adeoque ſemiperiferiæ Circuli. 


PrRoPposITIO XXVIII. 


Invenire ſummam quoicungue Logarithmorum, quorum 
numer ſunt in progreſſione Arithmetica. 


Deſignent x1, zu, x+5n, x+7n, --- 2, quotcunque numeros 
in progreſſione Arithmetici, quorum primus & x, ultimus z—1, & 
communis differentia 22. Inſuper denotent /,z & /,x Logarithmos 
Tabulares numerorum 2 & x; ſitque a=.43429.44819.03252, ſcili- 
cet reciproco Logarithmi naturalis Denarii. Atque ſumma Logarith- 
morum propoſitorum æqualis erit differentiæ inter Series duas ſequentes 


2,2) a — zan 31an* 127an 51141? 20 
4 118 7 = 


au 2 122 | 36023 © 12602" I 168027 © 
21 2 12x * 360x3 126 I 1680x7 1188 ＋ &c; 


- 


Hz autem Series ſic continuantur in infinitum; pone 


A I ; | | 
aua 


325 25 —= A+36B-+126C+34D-+ gF, 
&c. 


Ubi numeri qui multiplicantur in A, B, C, D, &c. in diverſis valo- 
ribus ſunt Unciæ alternæ in dignitatibus imparibus binomii. Hiſce 


3 EE CV iP 
præmiſſis, erit Coefficiens Termini tertii — A, is quarti 760 


= B, quinti _ 268 = C, & ſic deinceps. 


120 | 8 
ED, Dx 
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1 DemonsTRATIO. 


Minuatur variabilis z decremento ſuo 2x; vel quod idem eſt, ſub- 
ſtituatur 2—2 pro Z in Serie 
2. x -- an pan 31an 


. 2 2 122 f 3602? 12602 ＋ Kc. 
EK proveniet valor ejuſdem ſucceſſivus 
z—2nl,z—2» 4 3 7an® 31an* 
99 „ — — — —ñ̃ — — &c. 
27 ee ee 5 1260. u + 


Hunc ſubducito de valore priore, Terminis prius ad eandem formam 
an* an". an” 


; 2 * . 2 = . . an 3 
per Diviſionem reductis, & relinquetur /z— nr 9 _—— 


&c. id eſt, Logarithmus numeri 2 - . Adeoque univerſaliter de- 
crementum duorum valorum ſucceſſivorum Seriei, æquatur Logarith- 
mo ipſius 2 —- ; qui exprimit in genere quemvis Logarithmorum qui 
erant ſummandi. Igitur Series erit ſumma Logarithmorum propoſito- 
rum, fi ab eadem ſubducatur altera Series. Nam ſummæ perinde ac 
Areæ nonnunquam corrigendæ ſunt, ut evadant veræ. 


EXE MPLUM I. 


Proponatur invenire ſummam Logarithmorum decem numerorum 
101, 103, 105, 107, 109, 111, 113, 115, 117, 119; hi eollati cum 
hiſce xz, x gu, x+52, - - - - 2, dant differentiam communem 
24=2, & MI; atque primum -I = 101, ſecundum vero 2—12 
119: unde x=100, z=120, Hiſce autem ſubſtitutis, & 
43429. 448 19.03 232 pro a; atque Logarithmis ipſorum 100 & 120 
reſpective pro l, «„ & l, 2; valores duarum Serierum invenientur 
78.2849 1.40012. 1 & 98.669290. 42601. 6, quorum differentia dat 
20. 40799. 02589. 5 pro Summa Logarithmorum deſiderata. 


EXEMPLUM II. 

Quæratur jam Summa Logarithmorum numerorum 11, 12, 13, --- 1000, 

quorum primus eſt 11, & ultimus 1000, & differentia communis unitas. 

1 3 1 | 21 } 

Eft igitur #= , x +F = 10, Z= 1000; unde * = X 

2001 
2 


23 prodeunt pro valoribus Serierum 2367. 20553. 42879 & 
| 6.16067.30987, 


—— quibus ſcriptis, & Logarithmis ipſorum — & 


pro l, x & 


4 8 
9 91 
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6.16067.30987, quorum differentia relinquit 2561.04488.11892 pro. 
Summi Logarithmorum quæſità. 2 


Ceterum fi velis ſummam quotcunque Logarithmorum numerorum 
naturalium 1, 2, 3, 4, 5, &c. pone z—# eſſe ultimum numerorum, ex- 


1 . ®. * Ss 3 0 
iſtente n= z & tres vel quatuor Termini hujus Seriei . 


ec. additi Logarithmo circumferentiæ Circuli cujus 
24% 288023 | : | 
Radius: eſt Unitas, id eſt, huic 0.39908.99341.79 dabunt ſummam que- 
fitam; idque eo minore-labore quo plures Logarithmi:ſunt ſummandi. 
; 2001 FV 
Sic fl. ponas 2— — 2 1000, vel z= : valor Seriei erit 
2567.20555.42879 ut antea qui adjectus Logarithmo conſtanti efficit 
2567.60 454. 42 221 pro ſummi Logarithmorum, primorum mille nu- 
merorum hujus Seriei I, 2, 3, 4, 5, &c 
Ex EMPLUM III. 

Oporteat invenire Unciam quingenteſimam in dignitate Binomũ mil: 
leſima. Conſtat per Theorema Newtoni pro evolvende Binomio Un- 
clam illam æqualem eſſe producto ſub quadringenti & nonaginta no- 


1000 . 998 6 8 
vem factoribus ——, V 2 


FFV 
4 1000 1 3 | 1 : 
mus.eſt. K ultimus 5 exiſtentibus tum Numeratoribus tum 


Denominatoribus in progreſſione Arithmetica. Ad inveniendam ſum- 


mam Logarithmorum Numeratorum 1000, 999, 998, 997, --- --502 3 


a . . ; * . 1 
pone differentiam communem 1 2, maximum eorum 1000=2 — 2. 


2 ** l a 1 . I 1 "FM 
minimum 502 f; eritque 1=>, 2=1000 =, #=501 : qui- 


bus ſubſtitutis, prodibit 2567.20555.42879 pro walore prioris Seriei, . 
& 1136.38715.63268 pro valore poſterioris: horum autem differentia 
430.81839,79611 æqualis eſt ſummæ Logarithmorum Numeratorum- 
Dein ut obtineatur ſumma I ogarithmorum: Denominatorum 1, 2, 2, 


4; - -- - 4993; pone n= —, — - = 499, live 2 = 499 & hiſce 


{criptis in Serie priore, prodibit ejus valor 1130.98834.85966, cui ad- 
jiciatur Logarithmus . 39908. 99342 juxta regulam in Exemplo priore 
traditam: & habebis 113 1.38743. 83308 pro ſumma Logarithmorum- 
Denominatorum. Quam denique ſubducito de ſumma Iʒogarithmorum 
Numeratorum, atque manebit 299.43095.94303 Logarithmus ſeilicet 
Unciæ deſideratæ. 

N.n. ___ SCHOLIONs. 


A; quorum pri- 
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dig ses 1. 38 T0. 1 lib muzo6up Neg. Kdo d . 
Senor on. cage. Im. 


renten MUtTORT 31; N 1117134209 


Lujuſmodi Sales 1, SA ED =, Kc. x incerpolatur per 


Propoſitionem . ſextam, ubi differentia inter r & 5 eſt ex- 


pa: & per hanc Propoſitionem generaliter nulla ratione habità iſtius 
rentiæ. Atque eodem plane modo invenire licet ſummam Loga- 


rithmorum Numerorum, qui ſunt longe magis compoſiti quam æqui- 
differentes; eoque pacto aſſignare Terminos Serierum quarum interca- 
latio pro difficillima haberi ſolet. Per hoc quoque Problema n 


tur Areæ Curvarum quarum Ordinatæ ſunt hujuſmodi 1—2 ubi 
index Binomii eſt permagnus; ſed in eo caſu folo quando pars Arez 
quzſita jacet ſupra partem Abſciſſæ æqualem Unitari. 

Et ſane omnia fere Problemata de Interpolationibus huic Analyſi ſub⸗ 
Jictuntur, imo etiamſi tres vel ꝓlures Termini: Seriei intercalandæ ingre- 
diantur Equationem Differentialem: harum enim reſolutionem in po- 
teſtate habeo, Atque hic notare libet Series quæ prodeunt per Para- 
bolam Netotoni, prodire etiam per noſtram WAIST. Proponatur 
enim intercalatio Seriet | 


e cat pe = IIF , 1 4 15 8 A, ke. 55 


111 J 2601 nn 1 2 e e 
duæ de gitur Equatione T'= 2 7 T, in qua Valores Abſeiſte : 


21 # 4 


ſucceſſivi ſunt. o, 1, 2, 3, Kc. Ea AF ſcribatur i in modum ſequentem 
2 FAT <xT=0; & fingatur | 
TA ＋ B24 , ee, ＋ DE = 8 x Kc. 
Atque ſubſtituendo_T” pro T, & 2-1 pro. z, obtinebitur 
Pl = A+ BE. FE 2 24 DA ZE EEA . Z. —— —2 &c, 
Unde 1. T= BA- 20 EDR r ZL—1 +4 Ez.z=: 2—1.2—2 1 ＋ &c. 


Hikle autem valoribus ſubſtitutis in Zquatione reſolvenda, & membris 
reductis ad eandem formam, reſultabit © © - 


-7B ＋ 2 73D — 4. E GG p_s 


21 er HER —_— 0. 


— 


—2A 1 „ . ——D 


IF: oe 85 Ae qualia nihil, habebitur . 


as 4, Fi wa B, D. 
28 1li J Adeoque 


=> * C5 754 rbg 
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—} Ct; 
F — 


; 5 ; | ä * £2 
T=A-EAx —X 1 * Ax xTN 2 IT &c. 
rn. - Rr 1 

NZ 1.1 „ 1 2 Nan? Hon} Zn 

1 SA 2 7 Ly 2 ＋ L 3 * 13 3 | = 

Ubi A, B, C, D, &c. non amplius denotant Coefficientes, ſed Ter- 

minos totos. Et prima Coefficiens A que ex AX quatione non deter- 

minatur, æqualis eſt Termino Seriei interpolandæ qui tranſit per int- 

tium Abſciſſæ 2. Et hic eſt ipſiſſimus valor Termini T qui prodiifiet 

per Propoſitionem decimam nonam. Atque etiam Series quas exhibet 

Propoſitio vigeſima invenientur per reſolutionem Æquationum Diffe- 
rentialium, aſiumendo debitam formam radicis. 


PROPOS1T10 XXIX. 


Detar Series Ordinatarum intervallis quibuſcunque ab in= 


vicem diſtantium, pergens vero ex una tantum parte in 
infinitum; & oporteat invenire Lineam Parabolicam 


gue tranſit per extremitates omnium. LT 
| rr 


Sint A, Ar, A2, Ag, Ag, &c. Ordinatz inſiſtentes Abſciſſe in an- 


gulis rectis; ſitque R punctum quodlibet in Abſcifſi z & ponatur 4 
RA, b=R A1i, Cz=RA2, d= RAg, = RAꝗ4, &c. ſcilicet ſint a, b, 
c, d, e, &c. intervalla inter Ordinatas & punctum R reſpective. At- 
que deſigner T Ordinatam quamvis in genere cujus diſtantia a puncto 
R fit 2. Dein ponatur 55 


R A Ar AzTA3 1 
B= 


E n 


NR — 5 . 


mendo 


| &c. | 
Atque erit Ordinata T= A + 
BN 
Cx Xx + 
DAX Xx 
E x r x Xx 
Fx X ND 
| &c:. 
Notandum eſt principium Abſciſſæ, nempe punctum R. ſumi ad arbi- 
trium, vel inter Ordinatas vel extra omnes ut in Schemate ; dummodo- 
fignorum + & — debita habeatur ratio. Propoſitio autem demon- 
ſtratur ſubſtituendo Ordinatas A, Ar, A2, &c. ſucceſſive pro T, & 
interea pro Z longitudines ejus ordine ſuecedentes a, b, c, &c. Nam ſu- 
ifferentias Æquat ionum provenientium & dividendo eaſdem» 
per intervalla Ordinatarum, obvenient valores Coefficientium ſupra aſ- 
ſignati. | ] 
EXEMILUM I: 
Sint Ordinatarum a prineipio-Abſciſſz, intervalla a=2, Ig, c;, 
d==6 ; ipſa vero Ordinate ſint. | 


Az2, B =I . C=o, : Dr, N 


— n ' Ci=2,. 
A2 5 B2==7 3 
A3 212, | | 
Et ineundo computum juxta præſcripta Theorematis, invenietur BI; 


C=o, D== quibus ſubſtitutis & 2 pro A, invenietur T 2E 


— 1 2— —— — . * ; 
RA. z., quæ in ordinem reducta fit T = 


2 — IQ: 


-— ww - + 


Interpolatio Serierum. 141 


23.102? ＋2332—30 


Etenim ſi inibi ſcribantur 2, 3, 3, 6, pro 2; 


2 
prodibunt Ordinatæ propoſitæ 2, 3, 5, 12. 


EXEMPLUM II. 


Oporteat determinare tempus Solſtitii ex datis aliquot Solis altitu- 
dinibus meridianis circa idem tempus. Deſignent Ordinatæ altitu- 
dines ſolis, earumque intervalla denotent tempora inter obſervationes; 
tum tranſeat Parabola per extremitates Ordinatarum, & Abſciſſa ejus 
quæ correſpondet minimæ Ordinatæ, ſive ea ſit una e datis vel quævis 
intermedia, determinabit momentum temporis quo Sol ingreditur 
Tropicum. Exempli gratia B. Wal::rus Anno 1500, Norimòbergæ ob- 
ſervavit diſtantias ſolis a Zenith ut ſequitur 


44975 | 8 

44934 1 9” 2 
44883120 Junii 
44990 | 16% 


Sit jam diſtantia obſervata die oftavo Ordinata prima, & in eãdem fir 
principium Abſciſſæ; eritque a o, b=1, c=4, d=$; & computus 
erit , | | 
* 1 


A 44975, B= — 41, Em, Da 72 
| OY 4 

AI = 44934, B12 17, c1 =- 

A2 = 44883, Bz =+=, 


Ag S 44990, 
Atque ſubſtituendo hoſce valores pro A, B, C, D; invenietur T 


44975 —412þ 62.507 þ+ = 4. 1. =, hoc eſt, T'= 44975 


3 I a | 
— 24 42 23 1 25. Jam quoniam Abſciſſa quæſita correſpondet 
Ordinatæ minimæ, ponatur Fluxio ipſius T æqualis nihil, & habebitur 
322 ＋ 374 1500, cujus Radix 3.889355 exprimit dies elapſos inter 


meridiem octavi diei Junii & momentum Solſtitii: quod itaque accidit 
2 Py : = „ . * * = . 
21 hor. 20% min. pr. poſt meridiem diei decimæ prime, ſecundum 


haſce Obſervationes. Poteſt etiam tempus Solftitii determinari per plu- 
res Obſervationes & Parabolam plurium dimenſionum; vel per tres 
fe Oo Obſer- 


h : 2 - 8 
142 Interpolatio Serterum. 
Obſervationes adhibendo Parabolam Conicam, uti docuit Halleius. 
Sed oportet differentias inter altitudines obſervatas, eſſe ſenſibiliter 


majores erroribus qui committi queant inter obſervandum, alias nihil 
certi concludi poterit. 
ScHOLIOGN. 

Newtonus utitur hac Propoſitione in determinando locum Cometæ 
qui cadit inter aliquot loca Obſervationibus nota, Nimirum fi obſer- 
ventur quotvis longitudines deſignatæ per totidem Ordinatas, quarum 
inte rvalla proportionalia ſunt temporibus inter Obſervationes, & de- 
ſcribatur Parabola per Ordinatarum extremitates; Ordinatæ hujus fi- 
guræ intermediæ denotabunt longitudines Cometæ intermedias pro 
temporibus quæ ſunt proportionalia Abſciſſis. Et eadem methodo da- 
bitur latitudo pro quovis tempore ex datis aliquot latitudinibus. Ex 
longitudine autem & latitudine datis datur locus Cometæ in Czlis. 
Et hunc in modum plurima obſervatu difficilia determinari poſſint 
fatis accurate ex Obſervationibus aliquot anterioribus & poſterioribus. 

Applicabilis eſt etiam hæc Propoſitio ad reſolutionem Æquatio- 
num purarum affectarumve. Nam in ZEquarione reſolvenda ſcribendo 
pro radice numeros ab eadem haud multum diſcrepantes; provenient 
eorum intervalla, qui dein interpolati exhibebunt radicem. Sed poſt 
reſolutionem Equationum Hallei fruſtra compendioſior ſperanda eſt. 

In caſu quando intervalla Ordinatarum diminuuntur in infinitum hoc 
Problema dabit radicem Zquationis fluxionalis, etiamſi nec radix neque 
altera indeterminata fluat uniformiter; & hoc meri ſubſtitutione fſu- 
xionum Radicis pro different iis Ordinatarum, & pro earum intervallis 
fluxiones Abſciſſæ. Nam ſicuti caſus Ordinatarum æquidiſtantium re- 
ſpondet fluxionibus Abſciſſæ uniformiter creſcentibus; ita hæc Propo- 
tio fluxionibus quacunque lege variantibus. Et reſolutio ÆEquationis 
fluxionalis in qua utraque indeterminata fluit quacunque lege, non eſt 
Corollarium ex hac Propoſitione, ſed Caſus ejuſdem omnium ſimpli- 
ciſſimus: quod obiter hic monere viſum eſt, ut pateat Methodum 
Differentialem generaliſſime complecti univerſam Serierum doctrinam, 
quod forte alii non perceperint. 


PRO POSATIOo XXX. 
Invenire. Aſjunproron Hyperbole generis Logarithmici ex 
aAauatis ejus Ordinatis aliquot æquidiſtantibus. 
Sint Ordinatæ æquidiſtantes A, B, C, D, E, &c. inſiſtentes ſuper 


Abſeiſſam PL in angulis rectis: ſitque QR Aſymptotos Curve 8 po 
A 98 7 ralle 
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rallela Abſciſſæ, & intervallo PQ ab eàdem diſtans. Apelletur vero 


Abſciſſa quævis AL 2, & Ordinata correſpondens L my. Hyper- 
bola autem THIER Hm K definiatur W hujus formæ 


i... 


FX: Tr DÞ Fp 


the. 1 


Ubi , a, 5, c, d, e, &c. ſunt quantitates invariabiles; * erit diftan- 


tia inter Abſciſſam & Aſymptoton, hoc eſt, 


P Q=A+ 
A—B 
8 
rA—DFBIEC 
ee : 


73 Bie- | 
. net * 
— Lo ne» wa 3 ee 
8 71. 77—1.71—1 2 2 
Coefficientes literarum A, B, C, D, &c. in diverſis Terminis, forman- 
— Hen YO Ht? 
tur per continuam multiplicationem numerorum I, —— ns ns 


n.17 

K 

erte vr, in quarto nr, & ſic porro. Exempli gratia, in quar- 
to Termino Coefficientes ſumpti ordine inverſo funt I, Ir, 


e ne 1, neglectis ſignis; eſt vero e ee. 
1+rÞ+r x = e, Hl Pr Fr x5 —— . ; 


fic itaque eee Coefficientes. In hac autem Propotniggd exci- 
13 pi o 


= &c. In primo autem Termino eſt »=7*, in ſecundo n=", in 


r IIs ES 
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pio caſum in quo eſt r =+1;3, tunc'enim degenerat Hyperbola in li- 
neam rectam. OE : | 


| Y > I' v.35 
Series vero ſic inveſtigatur. 


Tn Zquativne aſſumptà = b. — 


* 


cr*% — &c. mutetur ſignum Abſciſſæ 2, & prodibit 53 — — 
— — - — &c. evadat jam 2 infinite magna, atque in valore Or- 
dinatæ y evaneſcent omnes Termini præter primum dummodo con- 
cipiatur 4 eſſe major unitate; eoque pacto erit y; hoc eſt, Or- 
dinata ad diſtantiam infinitam remota, ſive diſtantia inter Abſciſſam & 
Aſymptoton PQ æqualis eſt primo Termino a: nam in diſtantia infi- 
nità coincidit Curva cum ſui Aſymptoto. Quantitas autem à fic in- 
veſtigatur in Æquatione prius aſſumptà y==a— br* — r* — d73% mm 
er &c. ſcribe Ordinatas æquidiſtantes A, B, C, D, E, &c. ſucceſ- 

ſive pro y, & interea o, 1, 2, 3, 4, &c. pro Abſciſſà z: ac prodibunt 
Æquationes le 1 | 

— — 4 — Kc. 

B Saur —cr? —dr3 —er* — &c. 

CSga -b —-cr !- dr“ tr — &c. 
D=a—bri—crimndr? -er — &c. 
e nnd nnntys n= QC 

&c. 1 


Habentur igitur tot Zquationes quot ſunt incognitæ a, b, c, d, 7 &c. 
ex quibus quæratur à per Algebram ＋ 2 8 atque ejus valor pro- 
dibit idem ac jam ipſi PQ aflignatus eſt. Q. E. DP). 


Corollarium. Hinc ſi dentur aliquot Termini initiales in Serie infini- 
ta, quorum differentiæ ſunt proxime in progreſſione Geometricà, da- 
bicur ultimus omnium utique qui removetur ad diſtantiam infinitam 
ab initio. Nam fi A, B, C, D, &c. ordine inverſo ſumpti, deſignent 
Terminos quorum differentiz ſunt fere in proportione Geometric ut 
e, nr, 77, ri, &c. ultimus omnium æqualis erit PQ intervallo inter 


Abſciſſam & Aſymptoton: vel ſtylo Gregoriano dabitur Terminatio Seriei, 


ExXEMPLUM. 


Datis Polygonis aliquot regularibus Circulo inſcriptis, invenire ulti- 
mum Polygonorum five Aream Circuli. Ea ſunto ; 


0 , 
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| 2 | 
4 | 2.00000.00000.0000 = F | 3.14033.11569.5475 
8 | 2.82842.71247.4619 = E 126.08 888.0294 
16 | 3.06 146.7 45 89.20% =D F072.7439 
32 3.12144. 15 22.5805 = C | 503 
59 3-13054-84905-4594 =B | 119 
12 14033.11569.5475 = A — og 
em os 3.14159.2653 5.8979 


Dicatur jam ultimum Polygonum A, penultimum B, antepenultimum 
C, & fic retro. Et quoniam eorum differentiæ AB, B-C, C— , 
& c. ſunt quamproxime ut Termini 1, 4, 16, 64, 256, &c. id eſt, ut 
dignitates Quaternarii, erit A; quo ſubſtituto, Series generalis evadit 
—Þ 4A —5B＋- C  64A—84B+:1C—D .- 
„CF 

In qua ſcribe pro A, B, C, &c. ſuos valores, & primi quinque Ter- 
mini dabunt Aream Circuli ad quindecem loca figurarum, ut ex com- 
puto appoſito manifeſtum eſt. Et ſimiliter res confit per Polygona 
circumſcripta. | 

Hic autem ratione quævis Series ſummari poteſt. Nam fi Ordina- 
tz æquidiſtantes denotent ſummas ſucceſſivas, valor totius Seriei æqua- 
bitur diſtantiz inter Aſymptoton & Abſciſſam. Si Series ſummanda ſit 
hujuſmodi a+ bx cx? + dx? + &c. ubl x, x*, x*, &c. denotant par- 
tes Terminorum quz ſunt in progreſſione Geometrica, erit -; & 
valor ipſius PQ converget eo celerius quo longius Summæ ſucceſſive 
diſtant a principio, quæ denotantur per A, B, C, D, &c. In caſu au- 
tem quando eſt 1 i, aſſumenda eſt Hyperbola que definitur hu- 


juſmodi Equatione y v in a+ + 5+ 53 + &c. vice Hyperbo- 
læ Logarithmicæ; atque index determinabitur ex naturi Seriei ſum- 
mandæ. 5 

Notandum eſt Series infinitas æque ſummari poſſe per Parabolam 
Newtoni ac per haſce Hyperbolas. Nam Ordinatæ quæ in Hyperbolis 
ſunt æquidiſtantes, ſi ad certas quaſdam diſtantias conſtituantur; ex- 
hibebunt, ope Parabolæ, eaſdem expreſſiones pro valoribus Serierum. 

Numerus figurarum quæ verz ſunt in Polygono A, duplicantur per 
duos Terminos Seriei, triplicantur per tres, & ita deinceps. Sic in Ex- 
emplo allato ſunt tres veræ figuræ 314 in Polygono A; & inde quin- 
que Termini dederunt Aream Circuli ad quindecem figurarum loca. Et 
hæ ſunt Approximationes quales olim invenerunt Jacobus Gregorius & 
Hugenius: hic quidem triplicavit veras figuras, at ille eaſdem quadru- 
plicavit, quintuplicavit, imo ſine limite produxit, uti viderè eſt in Ap- 
pendice ad Veram Circuli & Hyperbolæ Qugdraturam, 


P p PROPo- 


— 
— 


/ 


eee... 
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PROPOSITIO XXXI. 


Invenire Aveam cujuſuis Curve guamproxime ex IR ali- 
quot ejus Ordinatis æquidiſtantibus. 


er extremitates Ordinatarum deſcribe figuram Parabolicam, cjulque 
Area quæ invenitur per methodos notas, georime æquabitur Areæ 
Curve propolitz. E. I 


SCHOLION. 


Quoniam eee eſſet ſemper recurrere ad Parabolam, compu- 
tavi Tabulam ſequentem quæ exhibet Aream Curvæ directe ex datis 
2 ejus Ordinatis equidiſtantibus, 


Tabula Arearum. | 
| ; 2 A+ R 
| 7A432B+12C DR 


90 
41A4-2 r6B4-27C+272D , 


| 
840 
— 10496D—4540E 
| 28350 | 


89 5 


1 Tabula Correfionum. | 
l by P=4A4+6B, 
* 3 ; | 180 
roars 1 P—6A415B—20C 
ED he. © GEE 1 
1 er, 
930 


| : 8 1 R 
F600 


In hiſce Tabuli A oft ſomma- prime & Ultime Ordinate,; B ſccundee- 


& PERU, . C. tertiz: & n & ſic porro uſque dum 
5 de ventum 
2 


4 » F 

4 2 3 8 — 5 _ 

4 22 — * * Cox . D * RE] — — — "I - p ; a_ 
8 = _ a K 2 


Interpolatia Serierums:. 147 


ſignatur ad latera Tabularum. Expreſſiones in Tabula Arearum ſunt 
Areæ contentæ inter Baſin, Curvam & Ordinatas hinc inde extremas. 
Eæ vero in Tabula Correctionum ſunt ejuſdem circiter magnitudinis 
ac differentiæ inter Areas veras & eas per Tabulam prodeuntes: adeo- 
que ſi prima figura Correctionis inveniatur, dein adjiciatur ubi Corxectio 
eſt negativa, vel ſubducatur quando eadem eſt affirmativa; concludere 


tuto licet Aream fic correctam, veram eſſe in eo loco decimalium in 
quo intrat pr ima figura Correctionis, nec ultra. Itaque per Tabulam 
Correctionum Area inventa corrigitur, & ſimul numerus figurarum 


verarum dignoſcitur. 
Ex EMPL NM. 
Sit = Ordinatæ Hyperbolæ zquilaterz, & quæratur Area ejus 


quæ jacet ſupra Abſciſſam unitati æqualem. Pro x ſcribe ſucceſſive 


O 5 8 0 „ | 
= TD, 15 85 =, =, 8 — & provenient novem Ordinatæ 
8.8 3 — - + 1) 6 
go g* 10⁵ 11 1725 13? 14” 15? 16 
= ae 6 ONT 
717 Oy Fig ec 0 


E -—$ - _ MY +4 5 1 
D — 44 — 2 - CH E= = = =: & hiſce ſubſtitutis in ultima ex- 
VVV 


preſſione Arearum, & unitate pro R, oritur Area 69914724, De- 


inde in Ordinata 7% ſcribe ＋ & + g luccemne pro x, & proveni- 


ent duz Ordinatæ 5 & 1% quarum prior ſtat ante primam, & poſterior | 


7 
8 192 


| 8 = 


| 17 419 
& pro A, B, C, D, E, ſuos valores, & Correctio pro novem Ordina- 


tis dabit + .00000003, que quum-affirmativa fit, ſubducatur a valore 


Areæ prius invento, & reſtabit . 693 147 18 accurata in ultima figura.. 


Compu- 


8 


| 
| 
| 
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Computaveram haſce Tabulas ulterius, ceterum Expreſſiones pro 
undecem aut pluribus Ordinatis ſunt uſibus inepti propter immenſam 
magnitudinem Coefficientium numeralium. Sin vero novem Ordinatæ 
non dent Aream ſatis accuratam; dividatur baſis in duas vel plures par- 
tes; & inde Area dividetur in totidem, quarum quamque ſi quæras ſeor- 
ſim per novem Ordinatas, habebis totam Aream pro lubitu accuratam. 
Sed & nonnunquam convenit quærere partem Areæ per Seriem infini- 
tam, præſertim ſi Curva decuſſet baſin in angulo recto. Atque hiſce 
præcognitis, Area quævis habebitur ſatis accurate per Tabulam jam 
appoſſtam. | | | 

Sed & Arez Curvarum haud incommode exprimi poſſint per Dif- 
ferentias Ordinatarum æquidiſtantium ad modum ſequentem. 


* 


Tabula Arearum per Differentias Ordinatarum. 
1 A 

13 
3 AEB 

1 l 7 
SLATE BT a6. 
4-2 11 8 
7 r 
| 8_ . 86 | 

bed 55 5 3. 

9 A+>FB+ECS+I-D+&E 
5. 175, 34455, , 4945 94 
| he SER: 36 . 
| 66 


| | 103 I58 3 4572 


In hac Tabula A eſt Ordinata in medio omnium, B eſt differentia 
ſecunda trium Ordinatarum in medio, C eſt differentia quarta quin- 
- Ordinatarum in medio, & ſic porro ad ultimam literarum A, B, C, 
D, E, F, G, quæ eſt ultima differentia omnium Ordinatarum. Ut fi 
ſint quinque Ordinatæ a, b, c, 4, e; erit Ac, B=b—2c+d4d, C= 
a - 4b GC - Ade. Et fic in aliis caſibus. Expreſſiones autem 
ductæ in baſin Curve, ſive partem Abſciſſæ contentam inter primam 
& ultimam Ordinatam, dant Areas ex dato numero Ordinatarum qui 
ſignatur ad latus. Notandum eſt ultimos Terminos in expreſſionibus 
pro novem, undecem & tredecem Ordinatis, non eſſe veros ſed hiſce 
ſimpliciores & vero ſatis proximos. Nam Ordinata media A & dif- 


ferentiz B, C, D, E, &c. conſtituunt Seriem convergentem; ideoque 
1 5 non 
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non requiritur ut Coefficientes ultimorum Terminorum qui intrant com- 
putum, ſint præciſe accurati. Ex convergentia autem Seriei A, B, 
C, D, &c. dignoſcitur ad quot figuras Area exhibetur accurata; ideo- 
que hæc Tabula non indiget Tabula Correctionum. Sed & Coeffi- 
eientes numerales ſunt longe magis exigui quam in Tabula ſuperiore, 
atque ea de cauſa. hæc preferenda eſt, præſertim in magno Ordinata- 


rum numero. 
; I 
Quzratur rurſus Area Hyperbolæ, cujus Ordinata eſt I Pros 


7 


ſcribe o, & provenient quinque Ordinatæ æquidiſtan- 


1 « 

4 4 
2 3 2 5 A 

tes 1, => 3? 7˙ 2 : erit igitur A=. nempe Ordinate mediæ : 


4 5 1 „ * . o * * ; = 
B= r, ſcilicet differentiæ ſecundæ trium Ordinatarum in medio 
JJC —W Rl 
, T, >: denique C=—, hoc eſt, æqualis ultimæ differentiæ om - 


5 Sabah Dru: „ 

nium. Et hi valores ſubſtituti in Expreſſione pro quinque Ordinatis 
2 . : 1 

dant a i = he pj Ty que ducta in baſin five unitatem & 


reducta ad decimales, evadit .69317 pro Area quæſita. Et hæc Area ad 
minimum juſta eſt in quarto decimalium loco, in quo ſcilicet intrat pri- 


ma figura ultimi Termini —, 

Sed ut differentiæ promptius ac facilius inveniantur ; fit a Ordinata 
media, 6 ſumma duarum hine inde mediæ proximarum, dein c ſum- 
ma duarum quæ hinc inde ſequuntur, & ſic porro; tum pone 

Aa, | ; 
B==h2A, 
C=i—2A4B; 
D gd 2A 9B % , 
KR =. A 6B. oe 
 F=zf—2A—2;5B—50C—35D—10E, | 
G=; 2A —36B—io0;C—li2D—;4E—12F, 


Atque A, B, C, D, &c. erunt Ordinata media, differentia ſeennda 
trium mediarum, quarta quinque mediarum, & fic porro in reliquis 
reſpectiye. _ | | | | 


Qq PRopo-- 
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, 


| ProeP oOSITIO XXXII, 
Defignent'a, b, c, a, e, % Cc. Terminos æquidiſtantes con- 


tinue tendentes ad rationem æqualiatis, & &Mquationes 
ſequentes approximabunt ad eorumdem relationes. 


2 14.52 0 
4 1 a—3bd-3:—4=0 


5 } 4—4b+6c—4dþ:=0 
6 | a—5b-10c—10d44-;5e—j=0 
_*..7 | —bb+igi—20d-15e—5fÞg=0 
8 | a—7b21i—35d-35e—21j-79—b=0 
9 | a—8b-þ-28c—56d+-70e—56f--289—8þ4i=0 
LO | a—9b+36c 3441 mr 26f--849—.36h-|-9i—k=0 
* 


Hzc Tabula in uſum reſervanda eſt, ut conſulatur quoties opus fit. 
Patet autem Coefficientes numerales eſſe Uncias dignitatum binomii. 
Et demonſtratio patet: quoniam enim Termini ſupponuntur continue 
tendere ad rationem æqualitatis, erunt eorum differentiæ a—b, b—c, 
(--, d—t, &c. parvæ; deinde differentiæ differentiarum a—2b-+-c, 
2c -d, 2d, &c. erunt minores differentiis primis; atque ter- 
tiæ a—3b-3c—4d, — 30-34 — , &c. erunt minores ſecundis; & quar- 
tæ a—4b+6i—4d+e, &c. erunt minores tertiis, & fic in infinitum. 
Ergo differentiæ primæ, ſecundæ, tertiæ, reliquæque poſitæ æquales 
nihil ut in Propoſitione, continue approximabunt ad veram relationem 


Terminorum. Q. E. D. a 

Corollarium. Hinc in Serie æquidiſtantium, fi deſit Terminus quivis, 
poteſt is inveniri per hanc Propoſitionem. Ut ſi ſint quinque Termini 
a, b, c, d, e; eorum relatio erit a—4b|6:—4d-:=0; & ex hic E- 
quatione dabitur eorum quilibet quamproxime ex datis reliquis. | 

Er notandum eſt Terminum quemvis, ceteris paribus, eo accuratius 
definiri, quo propius conſtet medio omnium: atque errores a vero eſſe 
quamproxime ut Coefficientes numerales Terminorum quæſitorum re- 
ciproce. Conſiſtat igitur Terminus quæſitus vel in medio omnium vel 
eidem quantum fieri poteſt proximus. 


. 


4 


N Ex EM Lux. 
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DT ExXEMPLUM. | 


Quæratur Logarithmus numeri 53 ex datis Logarithmis numerorum 
aliquot antecedentium. Pone à pro Logarithmo quæſito, eritque 


I, 52==b=1.,71600.33430 
I, S Sc A1. 7075701761 
I, O d= 1.69897. 00043 
1, 49=e=1.69019.06800 A | 


I, 48=f=1.68124.12374 
% 47 =g=1.67209.78579 


Deinde relatio inter ſeptem Terminos a, b, c, d, e, f, g, eric 
a —- 6 15-204 ge- . g o, adeoque a=6b—15 C 
20d — 15e+6f—g: ubi ſubſtituendo pro 5, c, d, e, f, g, ſuos valores, 
habebitur 1.72427. 58726 pro à ſive Logarithmo numeri 53, exiſtente 
| ,00000.00030 errore in exceſſu. Ceterum fi dentur ſex Logarithmi quo- 
rum tres conſiſtunt ante, & tres reliqui poſt illum qui quæritur; in eo 
e caſu Logarithmus quæſitus accuratiſſime definietur. 
gitur deſignent A, B, C, D, &c. ſummas datorum Terminorum 
qui hinc inde æqualiter diſtant a quæſito, & ejus valores erunt ut in 
Tabula ſequente | 


A 
2 — 
| 44—B 
412 — 
6 | 20 
5 70 f 
210A—120B1-45C—10D+E 
10 | ES 7" 
&c. 


Dentur verbi gratia Logarithmi numerorum 50, 51, 52, 54, 55, 56, 
& 'oporteat invenire Logarithmum numeri 33. Pone 
| l, 52+, 54==3.44839.71034 
J. 5141, 55==3.44793-286506 
, 50-51, 56==3.44715.80313 


Dein 


ve 
tf 
** 
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Dein pro A, B & C ſubſtitue hoſce valores in Expreſſione pro ſex 


Terminis, & prodibit 1. 72427. 58695 pro Logarithmo numeri 33, ex- 
iſtente unitate errore in ultima figura, Hinc in Tabulis Logarithmi- 
cis, Trigonometricis, Aſtronomicis, aliiſque ejuſmodi; ſi deſit forte 
Terminus quivis, poteſt is inſeri per hanc Propoſitionem; vel fi ſuſ- 
picio fit Terminum quemvis erroneum eſſe, poteſt eidem methodo | 
corrigi. Nam Expreſſiones hic exhibitæ ſunt generales, utique quæ 
non dependent ex natura Tabulæ cujuſvis particularis. | 


ProposIT1o XXXIII. 
Deſrgnent Se. „ 9, Y B, a, a, 3, e, a, e, Oe. Terminos | 


Allernos i in Serie utrinque excurrente in or; & 
pouatur A a a, B=b+8, C=c+y, D=d+09, 
E=e-+e, & /ic porro; atque Terminus in medio in- 
ter 4 & a conſy Mens, * erit 


e 

89898 

* 5 ; 

po x 2A—3B-C + 

pe Þ | 

2005 GA—9B+5C—D + 

35 
T5530 * nc = 


C. 
# 


Coefficientes numerales literarum A, B, C, D, &c. ſunt differentie- 
Unciarum in diverſis dignitatibus dne Et Coefficientes qui du- 


3 


cuntur in totos Terminos, ſllicet 2 _, 16 2585 &c. generantur per 


3 7 | 
continuam multiplicationem numerorum — 2 7 - =, =p Ce, Hiſce 


vero præcognitis, Series ad libitum producitur. 
Et Series inveſtigatur ponendo z=0o in Caſu ſecundo Propoftionis 


vigeſimæ; tunc enim habebitur Ordinata ſive Terminus "nh conſiſtit in 
medio omnium. 


. mY 
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PFoſſint autem Termini Seriei in unam ſummam colligi ut hie vides, 


A 
Le — 
ey BY 5 f 1 7 8 2. rr © 755 « ai : 5 8 ; . ö 1 HEY 8 
| 16 | 
6 150A —-25B＋- C 
VVV 
8 1225A—245B4-49C—5D 
2048 dig 6 if — 
- 39690A —3820B+2268C—40;D+35E = 


Prima Expreſſio eſt primus Terminus Seriei, ſecunda eſt Summa 
primi & ſecundi, tertia eſt Summa trium primorum Terminorum, & 
fic deinceps. Ex datis iraque Terminis alternis, intermedii n 
dabuntur per hanc Tabulam vel per jpſam Seriem. Prima Expreſſio 2 
ſufficit quando ſecundus Terminus Seriei minor eſt quam qui ingre- 
diatur computum. Et ſimiliter in reliquis; nam Termini Seriei ſunt 

differentiæ inter Expreſſiones & veritatem quamproxime : adeoque ſem- 
per ſcire licet quænam expreſſio ſufficit propoſito. xs 1.0 

Exempli gratia, fi quæratur Logarithmus numeri 53 ex datis 11s. 

numerorum 46, 48, 50, 52, 54, 36, 58, 60; pone © „* 


. 524A 54=A=3.4 4839. 1035 

„ So, 5 = B=. 471g. 80313 

4, 48+!, 58 Cg. 44466. 923099 
Ar Ab-, 60=D=3.44090-90820 


o 


Et hiſce valoribus ſcriptis in Serie, vel in Expreſſione pro octo Ter- 
minis, habebitur 1.72427. 58696 pro Logarithmo numeri 33. Et A- 
dem ratione invenire licet quemvis alium intermedium. In Conſtru- 
ctione ergo Tabularum ſuffiete primo\quenere aliguos Terminos in de- 
bitis diſtantiis; nam reliqui poſſunt bac methodo inſeri. Etenim con- 
tinue intercalandi ſunt Termini primo inventi, uſque dum perventum- 
fuerit ad ultimos qui ingrediuntur Tabulam. Et notandum eſt, opor- 
tere omnes Terminos computari circa initiam Tabutæ propter magnas 
differentias; dein per ſaltum pertranſire licet alternos decreſcentibus 
differentiis; & poſtea ternos, ſeptenoſque ubi differentiæ ſunt minores. 
Et hec eſt methodus quam præcipit Newtonus : ceterum præferendæ 
nim hæ minore labore plerumque abſolvent opus. | 


1 


= : E R RA N A. 


P 4. J. 5. pro ＋ lege * ＋ 2. 


LS; 8. 1. 18. pro * 8 1 
— } - 


a Pag. 44. 1. 8. pro T'x 
225 "7" Pa 
as 67. l. 12. pro — I 735 es I 
Pag. 76. 1. 26. pro „ey, lege „. 
Pag. 80. 1. 13. pro2xyy, lege 2X). 
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Pag. yi L 21, dele _ 
2 
Pag. 94. 1. 12. pro Tom! lege 1 


Pag. 115. l. 12. pro media, lege medio. 
Pag. 120. 1. 3. pro periferiæ, lege ** 
Pag. 122. 1. 15. pro 46, "ge . 


Pag. 136. 1 as, ru — 55 ase Cre. 


Pag. 1371. 5. pro r= A, lege N= 
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